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Optimizaciéon Matematica para la Economia
Examen Final, 20 de mayo de 2022 Solutions

Sea F': R? — R la funcién F(z,y) = ax + y, donde a # 0. Se considera el orden de Pareto definido sobre el conjunto
A:{(x,y)GRQ:nyQ—Qx; y<a+4; xZO}.
(a) (5 puntos) Dibuje el conjunto A. Calcule, si existen, los elementos maximales y minimales, as{ como el méximo y

el minimo de A. Justifique las respuestas.

(b) (5 puntos) Suponga que a = 1. Represente las curvas de nivel ¢ = 0,1,3 de F sobre el conjunto A, asi como la
direccién de maximo crecimiento de la funcién F'. Calcule, si existen, los maximos y los minimos de F' en A.

(¢) (5 puntos) Halle el rango de valores de a tal que el méximo de F sobre A se alcance en el punto (0,4).

Solution:

A=(0,4)
Miéximo(A) = Maximales(A) = B(4, 8)
Minimales(A4) = {(z,y) 1y = 2? —22; 0 < x < 1}
Minimo(A) = 0

Region

Increasing
c=3

(b) Para a =1, la funcién es F(z,y) = « + y. Las curvas de nivel z +y = ¢ for ¢ = 0,1, 3 y la direccién de crecimiento
més rdpido de F estdn representadas en el grifico. La funcién alcanza su méximo en el punto B(4,8), con valor
F(4,8) = 12. El munimo pertenece al conjunto de minimales (notar que F' es mondtona creciente) y para calcularlo,
igualamos la pendiente de la curva de minimales con la pendiente 1 de las rectas de nivel, para encontrar el punto
de tangencia.

y=ax>-2r -y =22—-2yr+y=c—oy=—cr—-1—=y = -1, lueg02x—2:—1—>x:%,quesecorresponde
con el punto de la pardbola donde y = %3, de manera que el minimo es Sol = (%, 773) y el valor minimo de F es
F(%a 773) = _i'

(¢) La frontera AB del con junto A es un segmento de pendiente 1 y la frontera O A es un segmento vertical. Para que el
punto A(0,4) sea el méximo global, el gradiente de F', VF = (a, 1), tiene que apuntar en direccién NO, luego a < 0;
En consecuencia la pendiente de las rectas de nivel, a, debe pertenecer al intervalo (—oo, —1].
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Una empresa monopolista produce dos bienes A y B, de los que vende diariamente x e y unidades, respectivamente. La

funcién de costes estd dada por
C(z,y) = z* + 4y* + 2xy — 20z + 30.

Los precios unitarios de los bienes A y B son, respectivamente

pa(z,y) =60 — x — ay,
pB(z,y) = 80 — 4y — ax,

donde a es un parametro desconocido.

(a) (5 puntos) Encontrar el rango de valores de a para los que la funcién de beneficios de la empresa es una funcién
céncava.

(b) (5 puntos) Sea a = 1. Encontrar los valores de x e y, si existen, que maximizan los beneficios de la empresa.

(¢) (5 puntos) Sea a = 1. Un nuevo reglamento exige vender los productos en paquetes formados por una unidad del
bien B y 2 unidades del bien A. Encontrar los valores de x e y, si existen, que maximizan los beneficios de la empresa.

Solution:
(a) Ingresos:
R(z,y) =2 -pa+y-pp =60z —2? — axy + 80y — 4y* — axy
Beneficios:
=60z — 2% — axy + 80y — 4y* — axy — (2 + 4y* + 22y — 202 + 30)
= —22% — 8y 4 80z + 80y — (2 + 2a)zy — 3

Matriz Hessiana de la funcion de beneficios:

o _
Ol Ox?
— =—4x+80—(2+2a)y =
ox 321—[
0yox =—(2+20)
ot o011
g | (242 i |
By 6y + 80 — (2 + 2a)z = 052 6
Luego
on o
0x?  Oxdy —4 —(2+ 2a)
HIl(z, y) = =
P oI —(2+2a) 16
Oydx  Oy?

Estudio del signo de los menores principales:

e D =—-4<0;
e Dy > 0sii 64 — (2+2a)? > 0sii |2+ 2a| < 8 sii —8 <2+ 2a < 8. Es decir, Dy > 0 sii a € [-5,3].

Luego, II es céncava sii a € [—5, 3].
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(b) Por el apartado (a), los extremos locales de II satisfacen, con a = 1

—4x+80—-4y =0
—16y + 80 — 4x = 0.

La solucién es (z,y) = (20,0). Dado que a = 1 es uno de los valores de a donde II is céncava, (20,0) es el méximo
global de II.

(c) Sea a =1. Al tener en cuenta la restriccién, el problema es:
max II(x,y) = —22% — 8y*> + 80x + 80y —xy — 30 s.a: = — 2y = 0.

La condicién de regularidad se satisface dado que el gradiente de la restriccién, (1, —2) nunca es trivial.
Funcién Lagrangiana:
L(z,y,\) = —22% — 8y 4 80z + 80y — 62y — 30 + \(—x + 2y).

Ecuaciones de Lagrange:

L
a—:0=>—4x+80—4y—)\:0
ox
OL
— =0= —-16y+80—4x+2X=0
dy
0L

Despejando A de las dos primeras ecuaciones e igualando las expresiones encontradas, tenemos
A=—4r+4+80—-4y=8y—40+2x = 62+ 12y =120.

Sustituyendo x = 2y en esta ultima ecuacion, tenemos 24y = 120, luego y = 5 y, por tanto, z = 10.

Dado que la funcién de beneficios es céncava cuando a = 1 y la restriccién es lineal, el punto critico, (10,5), es el
'unico maximo global de f sujeto a la restriccion.



Optimizacion Matematica para la Economia
Examen Final, 20 de mayo de 2022 Page 4 of 6

Se considera el siguiente problema de Lagrange:
Optimizar f(z,y) = zy — 3z — 6y
sujeto a: g(x,y) = 2z + 4y = 40.

(a) (5 puntos) Encontrar todos los puntos criticos del problema.

(b) (5 puntos) Encontrar todos los extremos locales de f(z,y) sujetos a la restriccién. Justificar si los extremos locales
son o no globales.

(¢) (5 puntos) Se supone que f(z,y) es la funcién de beneficios de una empresa y que 2z + 4y = 40 es la restriccién
presupuestaria, ambas expresadas en miles de euros.
Calcular de forma aproximada el incremento en los beneficios si los fondos de la empresa se incrementan en 1.000
euros.

Solution:

(a) Funcién Lagrangiana:
L(z,y,\) = zy — 3z — 6y + A\(40 — 2z — 4y).

Ecuaciones de Lagrange:

OL
[ = — — 2\ =
5y O A) =y —3-22=0
L
g—y(x,y,/\):m—6—4)\20
OL

a(x,y,/\) =40—-2x—4y=0
Despejando A en la primera y la segunda ecuacion e igualando las expresiones obtenidas, tenemos
2y—6=4\=z-6=2y==x

y sustituyendo en la tercera ecuacion,

4r = 8y = 40 = (z*,y") = (10,5), con X\ =1.

(b) Para determinar el cardcter de (10,5) (méximo local, minimo local o punto de silla), calculamos la matriz Hessiana
de L con respecto a x,y. La matriz coincide con la matriz Hessiana de f(z,y), dado que la restriccién es lineal.

Luego
Hf(z,y) = <(1) é)

El espacio tangente es {(v,w) : 2v + 4w = 0} = {(2v, —v)}, luego

(2v, —v) ((1) é) (i’}) = —4? <0,

si (2v, —v) # (0,0). Es decir, la matriz Hessiana restringida al espacio tangente es definida negativa, por lo que (10, 5)
es un maximo local. Por tanto, al no haber mas puntos criticos, no existen minimos locales ni globales. Podemos ver
que (10, 5) es un maximo global si sustituimos la restriccién = 20 — 2y en f, obteniendo la funcién

F(y) = f(20 — 2y,y) = (20 — 2y)y — 3(20 — 2y) — 6y = —2y + 20y — 60

que es estrictamente céncava; luego el punto critico, y = 5, es el mXimo global, lo que se traduce en que (10,5) es
maximo global de f sujeto a la restriccién.
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(c¢) El multiplicador de Lagrange es A = 1. Denotando mediante V' la funcién valor del problema
V(b) =max (xy — 3z — 6y)
sujeto a: 2z + 4y = b,

vemos que AV =~ AAb, luego AV = 1.000 euros.
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Se considera el problema de Kuhn—Tucker:

max -+ 2y

st a4 2yt <3

(a) (10 puntos) Encontrar todos los puntos que satisfacen todas las condiciones necesarias de Kuhn-Tucker.

(b) (5 puntos) Justificar que el problema tiene soluciones globales y encontrarlas.

Solution:

(a) Todos los puntos del conjunto factible son regulares, pues el tinico punto que anula el gradiente de g(z,y) = 2* +2y*,

Vyg(x,y) = (423,8y3), es el (0,0), que no satura la restriccién.
El Lagrangiano del problema es L(z,y,\) = o + 2y + A(3 — 2% — 2y*).

Las condiciones necesarias de K-T son las siguientes igualdades y desigualdades:
1—4x2® =0
2-8\y* =0
A3—zt—2yM) =0

A~ A~ o~~~
W N
NN NN NI

3—a2t =24 >0 4
A>0 5
De (1) y (2) vemos que x # 0y y # 0. Por tanto
1
A= — = —,
43 8y

por lo que z =y y A # 0, lo que a su vez implica, por (3), que se satura la restriccién, 3 — z* — 2y* = 0. Al sustituir
x = y en esta igualdad tenemos que

3-32'=0=2z=+l.
Luego encontramos los puntos (1,1) con A = i que cumple todas las condiciones de K-T, y (=1, —1), que incumple

(5), pues A = —1 < 0.

Se trata de un problema convexo pues la funcién objetivo es concava y las restricciones convexas, por lo tanto las
condiciones necesarias son también suficientes (Teorema 3.1) y el punto es mdximo global. También podria invocarse
el Teorema de Weierstrass para obtener este resultado, dado que el conjunto factible es compacto.



