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(1) Considere el conjunto
A={(r,y) e R*: 2% +9*> <5, -3z <y < 3z}

y la funcién
f($7y) = (2y - {L‘)3

(a) (20 puntos) Dibuje el conjunto A, su interior y su frontera. Justifique si el conjunto A es abierto,
cerrado, acotado y/o compacto.

Solucién: FEl conjunto A, su interior y su frontera se pueden ver representados aproximadamente
en la siguiente figura.

y=4-—x? . o Yy =4—x?

Lo
x

Su clausura coincide con A, A= A. La funcion h(z,y) =y + 2% es continua y A = {(z,y) € R? :
0 < h(z,y) < 1}. Por lo tanto, el conjunto A es cerrado (Notar que OA C A). No es un conjunto
abierto ya que ANOA # (.

Podemos ver que para cada x € R los puntos (z,—z%) € A. Luego, el conjunto A no es acotado.
Por lo tanto, el conjunto A no es compacto.

No es un conjunto convexo de puntos porque (—1,—1),(1,—1) € A pero el segmento que los une no
estd completamente contenido en A.



(b)
(c)

(10 puntos) Demuestre que el conjunto A is convexo.
(5 puntos) Enuncie el teorema de Weierstrass. Determine si es posible aplicar el teorema de
Weierstrass a la funcién f definida en A.

Solucidén: FEl conjunto A no es un conjunto compacto. Por lo tanto, el teorema de Weierstrass
no tiene porqué cumplirse.

(10 puntos) Dibuje las curvas de nivel de f, indicando la direccién de crecimiento de la funcién.
Solucién:  Las curvas de nivel
f(z,y) =e™* =D

son lineas rectas de la forma

y=1InD -2z

Grdficamente,

6 d

L y=4-x2
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En el dibujo se representan las carv ."A.m’ .l:én .cpgo‘r:"yi_l.xia fecha roja indica la direccion de
crecimiento para la fun4ci6n f REXKP K
(20 puntos) Utilizandoy}as afiteriores curvas dé nivel de f, determine (sifexisten) los puntos donde
la funcién f alcanza IQ% valores minimo y /0 méaximo globales en el conjunto A.

-3 -2 -1 0 1 2 3
Solucién: Primero, nos fijamos que f(x,y) = e¥72® > 0 para cada (x,y) € R?. Tomando puntos
de la forma (—x, —x?) € A ,vemos que flim, oo (—x, —2?) = e~ =22 = ( Por lo tanto, la funcion
no alcanza un valor minimo sobre A.
Graficamente, el valor mdzimo se alcanza en el punto (a,b) donde la recta y = InD — 2z es tan-
gente a la grdfica de la funcion g(x) = 1 — x2. La pendiente de la recta y =In D — 2z es m = —2.
Entonces ¢'(a) = —2a = —2. Ademds a = b = 1. El valor mdzimo se alcanza en el punto (1,1) y



el valor mdzimo de la funcién es f(1,1) = e3.



(2) Considere la funcién f(z,y,2) = —2® — 22y — y> + 2yz — 22 definida en R3.
(a) (15 puntos) Determine el mayor conjunto abierto D de R? donde la funcién f es estrictamente
céncava.

(b) (10 puntos) Demuestre que el conjunto D encontrado en el apartado anterior es convexo.



(3) Considere el sistema de ecuaciones

(a)

(d)

ty—zy+zxzz = 3
tr+z = 2

(10 puntos) Demuestre que el anterior sistema de ecuaciones determina implicitamente dos fun-
ciones diferenciable y(z,t) v z(x,t) en un entorno del punto (xg, o, 20,%0) = (0, 3,2, 1).

Solucién:  We first remark that (zo,yo,20) = (1,0, —1) is a solution of the system of equations.
The functions fi(x,y,z) = 2xy + 22 and fo(x,y, 2) = xy? + 2 are of class C°. We compute

A(f1,f2) 2 =2
o(y,2) 0 1

2r  2xz
20y 1

(2,9,2)=(1,0,—1)

= = 2
(v,y,2)=(1,0,—1)
By the implicit function theorem, the above system of equations determines implicitly two differen-

tiable functions y(z) and z(x) in a neighborhood of the point (xo,yo,z0) = (1,0, —1).

(15 puntos) Calcule
dy 0z y 0z

%(Oa 1), %(07 1)a a(ov 1)a E

Solucién: Differentiating implicitly with respect to x,

(0,1)

0 = 2xy(x)+2y(x) + 2r2(x) (z) + 2(x)?
0 = 2ay(x)y'(x) +y(2)* + 2 (2)
We plug in the values (xo, Yo, 20) = (1,0,—1) to obtain
0 = 2y/(1)—2(1)+1
0 = Z(1)
Therefore
() =5 Z(1)=0

(10 puntos) Calcule el polinomio de Taylor de orden uno de las funciones y(x,t) y z(z,t) en el
punto (zg,%) = (0, 1).

Solucién: Taylor’s polynomial of order 1 of the function y(x) at the point xg =1 is

Pl(m) =y(zo) + y/(l‘o)(l‘ — 1) = 1 ; x

Taylor’s polynomial of order 1 of the function z(x) at the point xo =1 is

Pi(x) = 2(z0) + 2’ (20)(z — 20) = —1

(5 puntos) Utilice el polinomio de Taylor de orden uno de las funciones y(x,t) y z(x,t) en el punto
(20,t0) = (0,1) para calcular un valor aproximado de y(0.01,0.99) y z(0.01,0.99).



(4) Considere la forma cuadrética
Q(z,y,2) = az” + by® + 4wy + 22z + 2yz + 2°

donde a,b € R.
(a) (5 puntos) Calcule la matriz simétrica A asociada a Q.

(b) (10 puntos) Calcule los menores principales D1, Dy and D3 de A.
(¢) (15 puntos) ;Para qué valores de a # 0 and b # 0 la forma cuadrética @ es definida positiva?
(d) (15 puntos) ;Para qué valores de a # 0 and b # 0 la forma cuadratica @ es definida negativa?

(e) (15 puntos) Clasifique la forma cuadratica @ para el valor a =0, b € R.



(5) (20 puntos) Considere la funcién f(z,y) : R? — Ry las funciones z(t, 2), y(¢, 2) : R?> — R definidas
por
fla,y)=zy+y?  alt2) =t +2 ylt,2) =tz
Y considere la composicién h : R?> — R definida por h(t,z) = f(x(t, 2),y(t, z)). Usando la regla de la
cadena calcule

oh oh
a(_lvl)a a(_lvl)



(6) Considere la funcién
f(z,y) =5z + 32 + 4wy + 35 + 532
(a) (5 puntos) Calcule el gradiente y la matriz Hessiana de la funcién f en el punto (z,y).

(b) (10 puntos) Calcule el polinomio de Taylor de orden 1 de la funcién f en el punto p = (0, 1).
(¢) (10 puntos) Calcule el polinomio de Taylor de orden 2 of la funcién f en el punto p = (0, 1).

(d) (10 puntos) Demuestre que para cualquier punto (z,y) € R? se verifica la siguiente desigualdad
5zt + 322 + day + 8 + 5y? < 4z + 16y — 10

v que la desigualdad es estricta excepto para x =0, y = 1.



