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In(1
Sea la funcién f(z) = M

vi+x

(a) (5 puntos) Hallar el dominio y asintotas de la funcién.

. Se pide:

(b) (10 puntos) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos locales y globales de
f(x). Hallar la imagen de f(x) y dibujar su gréfica.

Solucién:

(a) El dominio de la funcién anterior es (—1,00). Por tanto, no hay asintotas en —oo.

Como la funcién es continua en su dominio, solo hay que estudiar las posibles asintotas verticales

en —17:
In(0t —
xinjﬁf(x) = n(()+ ) = O—io = —o0; luego la funcién tiene asintota vertical en z = —17.
) . In(l+2) oo . , )
Por otro lado, lim f(z) = lim ——— = — = (aplicando L'Hopital) =
T—00 T—00 1+zx 00
1
— lim 1/+a) — lim 2 _ 0
z—0o0]l/2v/1+x z—00\/1+2x
Luego la funcién tiene una asintota horizontal y = 0 en co.
1 V14— (1/2V1 In(1
(b) Como f'(x) = (1+2) T 1:_/ + ) In( +$), se deduce que :
x
f es creciente <= f /() >0 <= (1+2)" V1 +2—(1/2y/1+2)In(1 +2) > 0 <= (multiplicando

por
21+ 1) <==2-In(1+72) >0+=2>In(l+2) <= 1+ 2z < €?; luego f creciente en (—1,e? — 1].
Anslogamente, f es decreciente en [e? — 1, 00).

De lo anterior se deduce que f alcanza un méximo local y global en z = e? — 1.

Andlogamente, f no posee minimo ni local ni global.

In(e?) 2
También se deduce de lo anterior que, como f(e? —1) = rj;) == $hn(1)+f(x) = —00, xlimoof(x) =
0, por el Teorema de los valores intermedios se deduce que la imagen de la funcién es (—oo, f(e? —
2
1)] = (—o0, —
) = (~00,2]

Conclusién: la grafica de f tendra el siguiente aspecto:
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(a) (8 puntos) Demostrar que la ecuacién In(x + 2y) — y = 0 define una funcién implicita y = f(z)

alrededor del punto = = 1,y = 0, que es dos veces derivable. Hallar los valores de f'(1) y f”(1).

(b) (7 puntos) Hallar, tanto la recta tangente a la grafica de la funcién f(z), como el polinomio de

Taylor de f(z) en el punto x = 1. Representar aproximadamente la gréfica de f(x) cerca del punto
r = 1.

Solucién:

(a)

El punto z = 1, y = 0 satisface la ecuacién, pues In(1+2-0) —-0 = In1 = 0; la ecuacién estd
definida por una funcién F(z,y) = In(x + 2y) + 3y, de clase C? y %—5 = foy — 1, que evaluado en
(1,0) tiene el valor 1 # 0. Luego se cumplen las condiciones del TFI y la ecuacién define una tunica
funcién implicita y = f(z) en cierto intervalo de centro = 1, y tal que f(1) = 0. Para hallar f'(1),

derivamos la ecuacién con respecto a x y substituimos los valores z =1y y = 0:

142y ’ / / /
-y =0 = 1+2f(1)-f(1)=0 = f(1)=-1.
it F2£/(1) - £ 7
" . +2y o
Para cacular f”(1), derivamos en o y' = 0 con respecto a x de nuevo, y substituimos los
L Yy
valores x = 1, y = 0 y v/ = —1, para obtener

2y//(x + 2y) —(1+ 2y/)2 I " 2 " "
@139 y = 2y —( )=y = (1)

Por (a), la recta tangente estd dada por y — f(1) = f/(1)(x — 1) = —(z — 1).

El polinomio de Taylor de segundo orden es
1 1
Py(z) = f() + f(N(z = 1) + S (@ = 1)* = —(z = 1) + S (@ = 1)*

La grafica de la funcién implicita cerca de x = 1 se muestra en la figura. La funcién es decreciente
y convexa en un entorno del punto.

y=2—2x
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Sea C'(x) = a+10z la funcién de costes marginales y Cy = 80 los costes fijos de una empresa monopolista,
siendo x > 0 el nimero de unidades producidas de cierta mercancia. Se pide:

(a) (8 puntos) Determinar la produccién xy que minimice el coste medio de dicha empresa.

Sugerencia: la produccién xg puede depender de a o no.

(b) (7 puntos) Supongamos ahora que la funcién de demanda es p(z) = 100 — 5x. Determinar a de

modo que el beneficio méaximo se alcance en la produccion z = 4.

Solucidn:

(a)

En primer lugar, calculamos la funcién de costes: C(z) = 80 + ax + 5z?

C 80
Luego la funcion de costes medios serai:ﬂ = —+4a+5z
x x

Si calculamos el punto critico de esta funcién:
C(z)\" 80
Clz) =—— 4+5=0<=22=16 < z =4;
x x2
Y, como la funcién de costes medios es convexa, ya que:

<C(x)>” _ 160

x x3

deducimos que x = 4 es el inico minimizador global de la funcién de costes medios.

a puede tomar cualquier valor.

La funcién de beneficios es: B(z) = (100 — 5z)x — (80 + az + 52?) = —10z% + (100 — a)z — 80.

Si calculamos su dos primeras derivadas: B'(z) = —20z + 100 — a; B”(z) = —20 < 0 observamos
100 —
que B'(z) =0 < x = 20 ¢ _y <= a = 20, luego x = 4 seria el tnico punto critico de la

funcién B(z).

Y, como dicha funcién de beneficios es concava, dicho punto critico es el tinico maximizador global,
cuando a = 20.
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Dada la funcién f(z) = ze?~%, se pide:

(a) (5 puntos) Calcular los intervalos de concavidad y convexidad, asi como los puntos de inflexién de
f(@).

(b) (10 puntos) Hallar y clasificar los extremos globales de f(z) en el intervalo [0, 3].
Sugerencia para (b): Use que 2 < e < 3, o estudie la monotonia de f.

Solucién:

(a) Calculemos las derivadas primera y segunda de esta funcién.
f ,(CU) — 62—33 _ er—x — (1 _ x)eZ—z;
f” (x) — _62—35 _ (1 _ $)62_$ — (x _ 2)62—1
Luego f es céncava si x < 2, puesto que f”(x) <0
Luego f es convexa si > 2, puesto que f”(z) >0

Y, por tanto, x = 2 es el tinico punto de inflexion.

(b) El tnico punto que anula la derivada de f(x) es z = 1, por el apartado (a). Dado que las hip6tesis

del Teorema de Weierstrass se cumplen, los candidatos a extremo global son 0, 1 y 3. Al evaluar

., . s, . s . _ _ _ 3

la funcién, encontraremos el valor maximo y el valor minimo: f(0) = 0, f(1) = ey f(3) = <.
Claramente, = 0 es el minimo global y = 1 es el maximo global dado que

f(O):0<f(3):§<1<e:f(1).

Otra forma: como f es creciente si x < 1 y decreciente si x > 1, entonces f alcanza su maximo
global (incluso en toda la recta) en z = 1. Como f(0) =0 < f(3) = 2, entonces f alcanza su mnimo
en [0, 3] en el punto = = 0.



