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(1) Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales ax+ y = 3
x− az = 2
y + z = b

donde a, b ∈ R.
(a) Clasifique el sistema según los valores de a y b.
(b) Resuelva el sistema anterior para los valores de a y b para los cuales el sistema tenga infinitas

soluciones.

Solución:
(a) La matrices asociadas al sistema son (después de intercambiar algunas ecuaciones )

A =

 1 0 −a
a 1 0
0 1 1


y

(A|B) =

 1 0 −a
0 1 1
a 1 0

∣∣∣∣∣∣
2
b
3

 7→
 1 0 −a

0 1 1
0 1 a2

∣∣∣∣∣∣
2
b

3− 2a

 7→
 1 0 −a

0 1 a2

0 0 1− a2

∣∣∣∣∣∣
2

3− 2a
b− 3 + 2a

 = C

Estudiamos los posibles rangos de A y los comparamos con los de (A|B). Se observa claramente
que, si a 6= 1 y a 6= −1, entonces rango(A) = rango(A|B) = 3 . En estos casos, el sistema es
compatible determinado.
Si a = 1 entonces

C =

 1 0 −1
0 1 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
2
1

b− 1


y vemos que si b = 1, entonces rangoC = 2 = rangoA y el sistema es compatible indeterminado
con un parámetro. Y si b 6= 1, entonces rangoC = 3, rangoA = 2 y el sistema es incompatible.
Finalmente, si a = −1, entonces

C =

 1 0 1
0 1 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
2
5

b− 5


y vemos que si b = 5, entonces rangoC = 2 = rangoA y el sistema es compatible indeterminado
con un parámetro. Y si b 6= 5, entonces rangoC = 3, rangoA = 2 y el sistema es incompatible.

(b) El sistema es compatible indeterminado cuando a = 1, b = 1 y cuando a = −1, b = 5. Para estos
valores, el sistema original es equivalente al sistema{

x− az = 2
y + z = 3− 2a

cuya solución es x = 2 + az, y = 3− 2a− z, z ∈ R. Por lo tanto, para a = 1, b = 1 la solución es

x = 2 + z, y = 1− z, z ∈ R
Para a = −1, b = 5 la solución es

x = 2− z, y = 5− z, z ∈ R



(2) Considere el conjunto A = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ −x2 + 1, y ≤ −x2 + 4, x > 0, y ≥ 0} y la función

f(x, y) = x+
y

2
.

(a) Dibuje el conjunto A, su frontera y su interior. Determine, justificando las respuestas, si el conjunto
A es cerrado, abierto, acotado, compacto y/o convexo.

(b) ¿Se verifican las hipótesis del Teorema de Weierstrass para el conjunto A y la función f? Dibuje
las curvas de nivel de f indicando la dirección de crecimiento. Utilice las curvas de nivel para
determinar, si existe, un valor máximo y/o mı́nimo global de f en A, aśı como los puntos donde
se alcanzan.

Solución:
(a) La represetación gráfica del conjunto A es la siguiente

(0,4)

(0,1)

(1,0)

y  = 4 -  x2 

(2,0)(1,0)

y  = 1 -  x2 

el interior y la frontera del conjunto A se pueden representar como

(0,4)

(0,1)

(1,0)

y  = 4 -  x2 

(2,0)(1,0)y  = 1 -  x2 

A º

(0,4)

(0,1)

(1,0)

y  = 4 -  x2 

(2,0)(1,0)y  = 1 -  x2 

!A

A no es ni abierto (ya que A no coincide su interior) ni cerrado (ya que A no contiene a su frontera).
Es acotado, ya que está contenido en la bola de centro (0, 0) y radio 5. No es convexo ya que el
segmento que une los puntos (1, 0) y (1/2, 3/4) no está contenido en A.

(0,4)

(0,1)

(1,0)

y  = 4 -  x2 

(2,0)(1,0)

y  = 1 -  x2 

El conjunto no es compacto, ya que no es cerrado.
(b) No se verifican las hipótesis del Teorema de Weierstrass ya que A no es compacto (Es acotado pero

no cerrado). Las curvas de nivel de f son los conjuntos {(x, y) ∈ R2 : x + y/2 = c/2} = {(x, y) ∈
R2 : y = c− 2x} con c ∈ R. Gráficamente, (la flecha apunta en la dirección de crecimiento)

(0,4)

(0,1)
y  = 4 -  x2 

(2,0)

y  = 1 -  x2 

P

(0,c)

(c/2,0)

y = c - 2x

(1,0)

Vemos que el máximo se alcanza en el punto P en el que la recta y = c−2x es tangente a la gráfica
de y = 4−x2. En este punto se verifica que −2 = −2x, es decir, x = 1. Y de la ecuación y = 4−x2,
obtenemos que P = (1, 3). Por tanto, el valor máximo global de f en A es f(1, 3) = 1 + 3/2 = 5/2.
El valor mı́nimo de f en Ā (la clausura de A) se alcanza en el punto (0, 1) /∈ A. Gráficamente,
vemos que f(x, y) > f(0, 1) = 1/2 para todo (x, y) ∈ A. Como (0, 1) ∈ ∂(A) \A, la función f toma
en A valores arbitrariamente cercanos al valor f(0, 1). Concluimos que no se alcanza un mı́nimo
global en A.



(3) Resuelva los dos apartados siguientes:
(a) Dada la funcion f(x, y) = y lnxy − 3, calcule la ecuación del plano tangente a la gráfica de f

correspondiente al punto (x, y) = (1/2, 2). Calcule la derivada de f en el punto (1/2, 2) según el
vector v = (−1, 3)

(b) Dada la funcion f del apartado anterior, calcule la aproximación de Taylor de f de orden dos
alrededor del punto (1/2, 2).

Solución:
(a) El vector gradiente es

∇f(x, y) =
(y
x
, lnxy + 1

)
En el punto (1/2, 2) obtenemos

∇f(1/2, 2) = (4, 1)

Como f(1/2, 2) = −3, la ecuación del plano tangente es 4(x − 1/2) + (y − 2) = z + 3. Es
decir, 4x + y − z = 7. La derivada de f en el punto (1/2, 2) según el vector v = (−1, 3) es
∇f(1/2, 2) · v = (4, 1) · (−1, 3) = −1.

(b) El vector gradiente asociado a f

∇f(1/2) = (4, 1)

La matriz Hessiana de f es

H f(x, y) =

(
−y/x2 1/x

1/x 1/y

)
calculada en el punto (1/2, 2),

H f(1/2, 2) =

(
−8 2
2 1/2

)
La aproximación de Taylor de orden dos es

P2(x, y) = −3 + 4(x− 1/2) + (y − 2)− 4(x− 1/2)2 +
1

4
(y − 2)2 + 2(x− 1/2)(y − 2)



(4) Se considera la función f(x, y) = 8ax3 − 24xy + y3, donde a 6= 0.
(a) Halle los puntos cŕıticos de la función anterior.
(b) Clasifique los puntos cŕıticos encontrados en el apartado anterior, según los valores del parámetro

a.

Solución:
(a) En primer lugar, hallamos los puntos cŕıticos de la función

∂f

∂x
= 24ax2 − 24y = 0,

∂f

∂y
= −24x+ 3y2 = 0

Es decir, y = ax2, y2 = 8x. Las soluciones son x = y = 0 y x = 2a−2/3, y = 4a−1/3.
(b) Hallamos el hessiano de la función:

Hf(x, y) =

(
48ax −24
−24 6y

)
Sustituimos el hessiano de la función en los diferentes puntos cŕıticos

Hf(0, 0) =

(
0 −24
−24 0

)
Como el determinante es D2 = −242 < 0, la forma cuadrática asociada es indefinida y (0, 0) es un
punto de silla. Por otra parte,

Hf(2a−2/3, 4a−1/3) =

(
96a1/3 −24
−24 24a−1/3

)
= 24

(
4a1/3 −1
−1 a−1/3

)
y tenemos que D1 = 96a1/3, D2 = 3 × 242 = 1728 > 0. Por lo tanto, si a > 0, el punto
(2a−2/3, 4a−1/3) es un mı́nimo local y si a < 0 es un máximo local.



(5) Considere la función
f(x, y) = x4 − y4

y el conjunto A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.
(a) Halle las ecuaciones de Lagrange que determinan los extremos de f en A y obtenga los puntos que

satisfacen las citadas ecuaciones.
(b) Caracterice las soluciones del apartado anterior en máximos y mı́nimos locales, utilizando las

condiciones de segundo orden. ¿Se puede afirmar que alguno de los máximos o mı́nimos es global?
(Justifique la respuesta))

Solución:
(a) La función de Lagrange en este caso es

L(x, y, λ) = x4 − y4 − λ(x2 + y2 − 1)

y las ecuaciones de Lagrange son

4x3 − 2λx = 0

−4y3 − 2λy = 0

x2 + y2 = 1

que se simplifican a

x(2x2 − λ) = 0(1)

y(2y2 + λ) = 0(2)

x2 + y2 = 1(3)

Si x = 0, de la última ecuación obtenemos y = ±1. Luego λ = −2y2 = −2. Por lo tanto, los puntos

x = 0, y = ±1; λ = −2

son solución de las ecuaciones de Lagrange. Si x 6= 0, la primera ecuación implica λ = 2x2.
Sustituyendo este valor de λ en la segunda ecuación obtenemos que 0 = y(2y2+λ) = y(2y2+2x2) =
2y. En el último paso hemos usado la tercera ecuación. Por lo tanto y = 0 y obtenemos que los
puntos

x = ±1, y = 0; λ = 2

también son solución de las ecuaciones de Lagrange.
(b) La restricción es g(x, y) = x2 + y2 − 1 y tenemos que ∇g(x, y) = 2(x, y). El Hessiano de L es

HL(x, y;λ) =

(
12x2 − 2λ 0

0 −12y2 − 2λ

)
y la forma cuadrática asociada a HL es

Q(v1, v2) = (12x2 − 2λ)v21 − (12y2 + 2λ)v22

En los puntos x = 0, y = ±1, λ = −2, el subespacio vectorial es T = {(v1, v2) ∈ R2 : (0, y)·(v1, v2) =
0} = {(v1, v2) ∈ R2 : yv2 = 0} = {(x, y) ∈ R2 : v2 = 0}, ya que y = ±1. La forma cuadrática
Q restringida a T es Q∗(v1) = 4v21 , que es definida positiva. Concluimos entonces que los puntos
(0,±1) corresponden a mı́nimos locales estrictos de f .

En los puntos x = ±1, y = 0, λ = 2, el subespacio vectorial es T = {(v1, v2) ∈ R2 : ∇g(x, 0) ·
(v1, v2) = 0} = {(v1, v2) ∈ R2 : xv1 = 0} = {(x, y) ∈ R2 : v1 = 0}, ya que x = ±1. La forma
cuadrática Q restringida a T es Q∗(v2) = −4v22 , que es definida negativa. Concluimos entonces que
los puntos (±1, 0) corresponden a máximos locales estrictos de f .

El conjunto A es compacto y la función f definida arriba es continua. Por el Teorema de Weierstrass,
la función f alcanza un valor máximo y un valor mı́nimo en el conjunto A. Como se verifica la
condición de regularidad, los puntos donde se alcanzan los valores extremos son solución de las
ecuaciones de Lagrange resueltas en el apartado anterior. Como f(0,±1) = −1, f(±1, 0) = 1, los
puntos (0,±1) corresponden al mı́nimo global de f en A. Y los puntos (±1, 0) corresponden al
máximo global de f en A.


