University Carlos I1I
Department of Economics
Mathematics II. Final Exam. 22 de mayo, 2025

(1) Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales,

r+2y+az = 5
3r+by—3z = 15
2o +4y—2z = 10

donde a,b € R.
(a) (20 puntos) Clasifica el sistema segun los valores de a y b.
Solucién: La matriz asociada al sistema es

1 2 a 5
3 b -3 15
2 4 -2 10

Realizamos las siguientes operaciones

fila 2 fila 2— 3 X fila 1
fila 3+ fila 83— 2 X fila 1

Y obtenemos que el sistema original es equivalente a otro cuya matriz aumentada es la siguiente

1 2 a 5
0 b—6 —-3a—3 0
0 0 —2a—-2 0

Vemos que

(i)

(i)

(iii)

(iv)

sia # —1 yb+# 6, entonces rango A = 3 = rango(A|b). El sistema es compatible determinado
(solucion inica,).

Sia=1yb# 6, obtenemos que el sistema original es equivalente a otro cuya matriz
aumentada es la siguiente

1 2 -1 5

0 b—6 0 0

0 0 0 0
Tenemos que rango A = rango(A|b) = 2. FEl sistema es compatible indeterminado con

3 —2 =1 pardmetro.

Sia # —1 yb =06, obtenemos que el sistema original es equivalente a otro cuya matriz
aumentada es la siguiente

1 2 a 5
0 0 -3a—-3 0
0 0 —2a—2 0

Tenemos que rango A = rango(A|b) = 2. El sistema es compatible indeterminado con
3 — 2 =1 pardmetro.

Sia = —11yb=06, el sistema original es equivalente a otro cuya matriz aumentada es la
stquiente

1 2 -1 5

00 0 O

00 0 O

Tenemos que rango A = 1 = rango(A|b) = 1. El sistema es compatible indeterminado con
3 — 1 = 2 parametros.

(b) (10 puntos) Resuelve el sistema anterior para todos los valores de a y b. Debes indicar explicitamente
el nimero de pardmetros en la solucién.
Solucién: De la seccion anterior vemos inmediatamente que:
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(i) sia# —1 yb+# 6 hay una solucion dnica x =5, y=2=10

(if) Sia=—1yb#6, el conjunto de soluciones es {(z,0,z —5) : x € R} y estd descrito por un
pardmetro.

(iii) Sia# —1 yb=26, el conjunto de soluciones es {(5b —2y,y,0):y € R}
(iv) Si a = —1 and b = 6, el conjunto de soluciones es {(z,y,x + 2y —5) : z,y € R} y estd
descrito por dos pardmetros.



(2) Considera el conjunto
A={(z,y,2) eR*: 3x+4+4y>0, 2>+y><25}
y la funcién

fla,y,z) = et

(a) (20 puntos) Esboza la grifica del conjunto A, su frontera y su interior, y justifica si es abierto,
cerrado, acotado, compacto o convexo.
Solucién:
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Las funciones hy(x,y) = 3z + 4y y ha(z,y) = 2% + y? — 25 son continuas (ya que son polinomios)
y A= {(z,y) € R? : hi(x,y) >0, ha(z,y) < 0}. Porlo tanto, el conjunto A es cerrado (obsérvese
también que OA C A). No es abierto porque ANIA # ().

El conjunto A estd contenido en la caja {(z,y) € R? : =5 < x <5, —5 <y <5}. Por lo tanto, el
conjunto A es compacto.

A continuacion mostramos que A también es convexo. La funcion x? + y? — 25 es conveza. Por lo
tanto, el conjunto Ay = {(x,y) € R? : 22 +y? < 25} es convezo. Por otro lado, la funcion 3z + 4y
es convera y concava. Por lo tanto, el conjunto Ay = {(x,y) € R? : 3z + 4y > 0} también es
convexo. Concluimos entonces que el conjunto A = A1 N As es también convexo.

(b) (10 puntos) Enuncia el Teorema de Weierstrass. Determina si es posible aplicar el Teorema de
Weierstrass a la funcién f definida sobre A.
Solucidén: FEl conjunto A es compacto. Por lo tanto, se puede aplicar el teorema de Weierstrass.

(¢) (10 puntos) Dibuja las curvas de nivel de f, indicando la direccién de crecimiento de la funcién.

Solucién: Para C > 0, las curvas de nivel e*V=3% = C son las curvas de nivel de 4y —3xz = InC,

las cuales son lineas rectas de la forma y = 3{ +1InC Grdficamente,



=43)

(4,-3)

-6

6 4 2 0 2 4 6
La flecha roja representa la direccion de crecimiento de la funcion f.

(20 puntos) Utilizando las curvas de nivel de f, determina (si existen) los puntos extremos globales
de f en el conjunto A.

Solucién: Grdficamente, vemos que el valor minimo se alcanza en el punto (4,—3). El valor
minimo es f(4,—3) = e 5.

(4,-3)

El valor mdzimo se alcanza en el punto (a,b) donde la recta y = %—l—ln C es tangente a la grdfica de
la funcién y(x) definida implicitamente por 2 +y? = 25. En este punto tenemos 2a+ 2by’(a) = 0.
Ast, y'(a) = —a/b. Por otro l(;do, la pendiente de la recta y = ?ﬂf +InC esm = %, Por lo tanto
a= —%b y debemos tener (%b) + b2 =25 0 b= +4. Grdficamente, vemos que b=4 y a = —3. El
valor mdzimo es

f(-3.4) =¥







(3) Considera el conjunto de ecuaciones

(a)

2ay+y?+2t = 2
x2+y2

(10 puntos) Utilizando el teorema de la funcién implicita, demuestra que el sistema de ecuaciones
anterior determina implicitamente dos funciones derivables y(z) y z(z) en un entorno del punto
(‘r07 Yo, ZO) - (07 13 71)
Solucién: Observamos primero que (xo,yo,20) = (0,1,—1) es una solucién del sistema de
ecuaciones. Las funciones fi(z,y,z) = 2zy +y*> + 2* — 2 y fo(2,y,2) = 22 + y> — 1 son de clase
C*. Calculamos

‘i”fl of1

B ‘ 2r +2y 423
(z,y,2)=(0,1,—-1)

2y 0

2 —4

o o _
a]yz sz ‘ 2 ’ =8
oy 0z

(z,,2)=(0,1,—1)
Por el teorema de la funcion implicita, el sistema de ecuaciones anterior determina implicitamente
dos funciones derivables y(x) y z(x) en un entorno del punto (xo,yo,20) = (0,1, —1).

(20 puntos) Calcula

en el punto zy = 0.
Solucién: Derivando implicitamente con respecto a x,

2y (x) + 2y(z)y (x) + 2y(z) + 42(z)7 (x)
2y(x)y (x) + 2

Sustituimos los valores x =0, y(0) =1, 2(0)) = —1 para obtener lo siguiente:
2y'(0) —42'(0)+2 = 0
24/(0) = 0
Ast,
1
v =0, Z0)=

(20 puntos) Calcula

en el punto ¢ = 0.
Solucién: Derivando la ecuacion 1 con respecto a x obtenemos

2y (x) + 2y(x)y" (x) + 29/ () + 4y (x) + 42(2)%2" (x) 4+ 122(2)2/ (z)® =
2y(x)y" (z) + 2/ () + 2

Sustituimos los valores z = 0, y(0) = 1, 2(0)) = —1, y'(0) = 0, 2/(0) = 1 para obtener lo siguiente:
2¢"(0) —42"(0)+3 =
0)+2

DO
<
—~

Asi,
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asifica la siguiente forma cuadratica Q(z,vy, z) = ax® —2azxz + az” 4 2bxy — 2byz + y* segun los valores
4) Clasifica la siguiente fi drati 2.2 2420 2b 2 segtin los val

de b € R. (30 puntos)
Solucién: La matriz asociada es

a b —a
A= b 1 —b
—a —-b a
@ b ‘ =a—b%. Para calcular D3 observamos que la ultima columna es igual

Tenemos D1 = a, Dy = b1
a la primera columna con signo negativo. Por lo tanto, D3 = |A| = 0. Vemos inmediatamente que si

a > b?, la forma cuadrdtica Q es semidefinida positiva. Si a < b? tenemos Dy < 0. Por lo tanto, la
forma cuadrdtica Q es indefinida. Si a = b%, entonces la matriz asociada es

b? b —b2
b 1 =b
- —b b

que tiene rango 1. Por lo tanto, D3 = 0 y todos los menores de orden 2 de la matriz son 0 y tenemos
También podemos ver esto porque

azg = 1 > 0. Por lo tanto, la matriz es semidefinida positiva.

sustituyendo a = b> en Q obtenemos
Qr,y,2) = b%2® — 2%z + 22 + 2bay — 2byz + 2

= bV (2? —2zz 4+ 2%) + 2b(x — 2)y + o>
b2(:1c — 2)2 +2b(x — 2)y + Y = (b(z —z)+ 9)2 >0



(5) Considera los puntos extremos de la funcién

flz,y,2) =3z — 4y + 12z

en el conjunto

(a)

(b)

S={(z,y,2) ER®:2® +y* + 2* = 169}

(10 puntos) Escribe la funcién Lagrangiana y las ecuaciones de Lagrange.

Solucién:  El Lagrangiano es

L(z,y,z) = 3z — 4y + 12z — X (2® + y* + 2* — 169)

Las ecuaciones de Lagrange son

3—2\ = 0

—2\y—4 = 0

12—2xz = 0
24y 422 = 169

(20 puntos) Calcula la(s) solucién(es) de las ecuaciones de Lagrange.
Solucién:  Despejando x, y, z en las tres primeras ecuaciones, obtenemos

L3 .2 __¢
o YT T x
Sustituimos estos valores en la ecuacion x% + y? + 22 = 169 para obtener
169
g |
e 69
Obtenemos A\? = i. FEs decir,
1
A=—=, z=-3, y=4, z=-12
2
)
1
)\25, r=3, y=-4, z=12

(20 puntos) Utiliza las condiciones de segundo orden para determinar si la(s) solucién(es) de las
ecuaciones de Lagrange corresponden a un valor médximo o minimo local de f en S.
Solucién: La matriz Hessiana asociada al Lagrangiano es

-2 0 0
HL(z,y,z;\) = 0 —-2x 0
0 0 -2\
En el punto (—3,4,—12) obtenemos
1 1 0 0
HL <—3,4,—12;—2> — (o1 o0
0 0 1

la cual es definida positiva. Por lo tanto, el punto (—3,4,—12) corresponde a un minimo local. El
valor minimo es —169. En el punto (3, —4,12) obtenemos

) -1 0 0
HL (3, —4,12; 2) = 0 -1 0
0 0 -1

la cual es definida negativa. Por lo tanto, el punto (3,—4,12) corresponde a un mdximo local. El
valor mdzimo es 169.
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(d) (20 puntos) ;Alguna de las soluciones de las ecuaciones de Lagrange corresponde a un maximo o
minimo global de la funcién f en el conjunto S?
Solucién:  El conjunto S estd acotado porque estd contenido en la bola

{(z,y,2) € R? : 2® +4° + 2> < 169}

También es cerrado porque la funcién h(x,y,z) = x> +y* + 22 — 169 es continua y S = {(z,y, z) €
R3 : h(x,y,2z) = 0}. Por lo tanto, el conjunto S es compacto y la funcién f, al ser continua,
alcanza un mdzimo global y un minimo global en S. Estos puntos deben satisfacer las ecuaciones
de Lagrange y, por tanto, coinciden con los puntos extremos calculados en el apartado (b).



