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Matriz Hessiana.

@ Para una funcién f : D — R definimos las derivadas parciales
f— OPf _ 9 (of
segundas como D;if = Dxdx = O (8)9).
@ De la misma manera, podemos definir derivadas de orden superior.

e Ejemplo: Sea f(x y,z) = xy? + >

_ zx Of __ of _ .zx
e Entonces, 2 W y? + ze?, oy = 2xy y g; = xe*.
0f 2, zx  OPfF O%f
® 5xox —Z€7 axoz T xe™, 9z0x = xe™

Pf _ 0*f
e Notemos que 7 5= = 775;

@ Esto también se cumple para las otras variables

0*f B 0?f 0*f B 0*f
ox0 y  OyOx y dydz  0zdy
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Teorema de Schwarz.

Teorema

Supongamos que para algdn i,j = 1...,n las derivadas parciales

ﬁ O%f ﬂ O%f
Ixi” Oxi0x;’  Ox;’  OxjOx;

existen y son continuas en alguna bola B(p, r), con r > 0. Entonces,

O*f B 0% f (x)
Ox;0x; X) = O0x;Ox; 8

para todo x en la bola B(p,r).
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Teorema de Schwarz.

@ Este es un ejemplo donde las hipétesis del Teorema de Schwarz's no

se verifican.
xy(x2—y? .
@ Sea f(ny): y)(<2+y}2/)’ SI (X,y)#(0,0),
0 si (x,y) = (0,0).

@ La demostracién estd en las notas de clase.
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Teorema de Schwarz.

@ f pertenece a la clase

e C(D) si todas las derivadas parciales primeras g—)':i de f existen y son
continuas en D paratodoi=1...,n.

e C2(D) si todas las derivadas parciales primeras g—)’; de f existen y
estan en la clase C!(D) paratodo i=1,...,n.

e CK(D) si todas las derivadas parciales primeras g—)’; de f existen y
estan en la clase CX~1(D) para todo i =1,...,n.

o C®(D) si f es de clase CX(D) para todo i,k =1,2....
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La matriz Hessiana.

e Sea f € C%(D). La matriz Hessiana de f en el punto p es la matriz

2
0 (p) = H(p) = (G 5-(0))

@ Por el teorema de Schwarz, la matriz H f(p) es simétrica.
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El Teorema de la Funcién Implicita.

@ Consideremos el sistema de ecuaciones
fi(u,v) =0, h(uv)=0 -+, fup(u,v)=0
e u=(u1,...,un) € R" son las variables independientes
® v=(vi,...,Vm) € R7 son las variables que queremos resolver.
@ Asociamos la siguiente expresion
of .. Ofi
ovy ov,
a(f-17f27"'afm) . .m
= det : :
91, Vm) Ofn ... Ofn
ovy Ovm

Capitulo 4: Derivadas de orden superior. Pa Matematicas para la Economia Il Universidad Carlos 11l de Madrid 7 /22



El Teorema de la Funcién Implicita I.

Teorema (El Teorema de la Funcién Implicita)

Supongamos que las funciones fi, fa,..., fn : R?” X R™ — R son de clase
C! y hay un punto (up, vo) € R" x R™ tal que

Q fi(uo, vo) = fo(ug, vo) = -+ - = (o, v0) =0, y
@ 25 (w0, v0) £ 0.

Capitulo 4: Derivadas de orden superior. Pa Matematicas para la Economia Il

Universidad Carlos 11l de Madrid 8 /22



El Teorema de la Funcién Implicita .

Teorema (El Teorema de la Funcién Implicita)

Entonces, hay dos conjuntos U C R" y V C R™ y funciones
gi,---8m: U — R tales que

Q@ weU weV.

Q para cada u € U, fi(u,g1(u), ..., 8m(u)) = (v, 81(v), . .., gm(u)) =

oo = f(u, g1(v), ..., gm(u)) = 0.

Q@ SiueUyv=(vi,...,vm) € V son soluciones del sistema de
ecuaciones fi(u,v) = f(u,v) = -+ = fpn(u, v) = 0, entonces
vi =gi(u),...vm = gm(u).

Q Las funciones g1, ...8m : U — R son diferenciables y para cada
i=1,2,....myj=1.2 ... n se tiene que

98 _ d(f, b, ... In) /8(1‘1,6,...,;‘,,,)
s Vim)

ou; O(v1,...,Vie1, Uj, Vig1, - - - O(Viy...yVm)

(0.1)

v
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El Teorema de la Funcién Implicita Ill.

o Explicitamente,

0(f,fy... fm)
O(Vi,.o oy Vie1, Ujy Vigds -+ Vim)
o . O0f O Of . Ofi
ovi ovj_1 du;  Oviq1 OVm
Ofn .. Ofn Oy 06 ... Ofy
ovi ovj_1 du;  Oviq1 OVm

@ La conclusiéon del Teorema de la Funcién Implicita puede ser explicado
de la sigiente manera,

@ Las funciones v; = gy(u), v = g1(u), . .., Vim = gm(u) son las
soluciones del sistema de ecuaciones.

@ Las derivadas de las funciones g, ... g, : U — R pueden ser calculadas
derivando implictamente el sistema de ecuaciones y aplicando la regla
de la cadena.

© Aplicando varias veces el Teorema podemos calcular derivadas de
ordenes superiores de las variables dependientes.

Capitulo 4: Derivadas de orden superior. Pa Matematicas para la Economia Il Universidad Carlos 111 de Madrid 10 / 22



El Teorema de la Funcién Implicita. Ejemplo.
@ Sea

>4z +z = 1 (0.2)
3x+2y+z = 3

@ x =1, y =z =0 es una solucién del sistema.

o Ademas
0(f, F Xy e
(f1, 2)(17070):det<xze e -|-1> _
9 (y’ Z) 2 1 x=1,y=z=0

= (XzeXy —2e¥ — 2)|x:1,y:z:0 =—-4#0

@ El Teorema de la funcién implicita garantiza que podamos obtener las
variables y y z como funciones de x para valores de x cercanos
ax=1.
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El Teorema de la Funcién Implicita. Ejemplo.

@ Ademds, derivando respecto a x en el sistema obtenemos

x+ 72 +z(y+xy)e¥ +7Z = 0 (0.3)
3+2y +72 =

@ Ahora, sustiyendo x =1,y =z =0,

24+2/(1) = 0 (0.4)
3+2)/(1)+ (1) =

e De manera que 2/(1) = y/(1) = —1.
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El Teorema de la Funcién Implicita. Ejemplo.

e Esto podria calcularse usando también esta férmula (0.1),

9(f,f)

/ m(l,O,O) 1 2x +yze®¥ eV 41
Y1) = =207 2 et 3 . -
—4 4 x=1,y=z=0
—4
= — = —]_
4
Y o(f1,R)
1,12
Sy =~ 20 100
—4
1 Xy Xy —4
L et < xz; 2x +3yze > e
4 x=1,y=z=0 4
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R
El Teorema de la Funcién Implicita.

@ Para calcular las segundas derivadas y”(x) y z”(x), derivamos cada
ecuacion del sistema (0.3) respecto a x.

Después, simplificando obtenemos:

242" 427 (y+xy") e +z(2y +xy")e¥ + z(y +xy')?e¥ +2" =0
2y// + zl/ — 0
Sustituyendo x = 1,y(1) = z(1) =0, Z/(1) = y/(1) = -1

2+27'(1) = 0
2/(1) +2"(1) = 0
Obtenemos z’(1) = —1, y"(1) = 1/2.

Derivando de manera repetida nos permite caclular las derivadas de
cualquier orden. z("M(1), y(M(1).
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El Teorema de la Funcién Implicita. Ejemplo.

Consideremos la ecuacién
X222 42yz+ 24 +2=0

Probamos que la ecuacién de arriba determina de manera implicita
una funcién diferenciable z(x, y) en un entorno del punto

(x0, Y0, 20) = (—1,-2,1).

Notemos primero que (xo, ¥0,20) = (—1,—2,1) es una solucién del
sistema de ecuaciones. La funcién f(x,y,z) = x?z% +2yz+z* + 2 es
de clase C*°.

Calculamos

f

‘%‘(xd/,z):(_l’_Q’l =2

— |2x2 3
)= |2x?z 4 2y + 4z \(X%Z):(_L_z,l)

Por el teorema de la funcién implicita, el sistema de ecuaciones
anterior determina de manera implicita una funcién diferenciable
z(x, y) en un entorno del punto (xo, y0,20) = (—1,—2,1).
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El Teorema de la Funcién Implicita. Ejemplo.

o Calculemos

0z
1,-2
Go(-1.-2)
@ Derivando la ecuacién implicitamente respecto a y,
0z 0z 0z
2x? 47 +2y— +2z=0
Xayz-l— ayz + ya + 2z
@ Al sustituir en los valores (xp, yo,20) = (—1,—2,1) obtenemos lo
siguiente
0z
2—+2=
dy +
e Asi, 5
z
—(-1,-2)=-1
o(-1-2)
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El Teorema de la Funcién Implicita. Ejemplo.

o Calculemos

0z
—(-1,-2
8x( =2)
@ Derivando la ecuacién implicita respecto a x,
0z 0z 0z
—2x° 24 2x22 + 423 4 2y—
x 8XZ+ Xzt 8Xz + y@x

e Sustituyendo para (xo, y0,20) = (—1,—2, 1) obtenemos lo siguiente

0z
2ox 27
o Asi, 5
Z
ax A=l
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Ejemplo: Curvas de Indiferencia.

Dos bienes de consumo y un consumidor con una funcién de utilidad
dierenciable u(x, y).

Las curvas de indiferencia de u son los conjuntos de nivel

{(x,y) €ER2:x,y >0, u(x,y)=C}.

Supongamos % >0 g—; > 0.

Por el Teorema de la funcién implicita, la ecuacién u(x, y) = C define
una funcién de x.

El conjunto {(x,y) € R?: x,y >0, u(x,y)= C} puede ser
representado como la grafica de la funcién y(x).

y(x)

y(@)

{(y):ulxy)= C}

a
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Ejemplo: Curvas de Indiferencia.
@ Derivando implicitamente,

ou 8u,

8x y'(x)=0
o Asi pues,
Ou/ Ox
/ —
y (X) - au/ 8}/

@ y(x) es una funcién decreciente.

@ La tasa de sustitucién marginal es

du/ Ox
0]y (x,¥)

MRS(x,y) = |y'(x)| =

e MRS(x,y) mide (aproximadamente) la cantidad maxima del bien y
que el agente estaria dispuesto a ofrecer para poder consumir una
unidad adicional del bien x, partiendo de que la cesta actual del
agente es (x,y).

Capitulo 4: Derivadas de orden superior. Pa Matematicas para la Economia Il Universidad Carlos 111 de Madrid 19 / 22



MRS.

e Sea u(x,y) = x’y*.

@ La tasa de sustitucién marginal es

ou/ox  2xy* y

MRS(xy) = du/dy  4x%y3  2x
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Ejemplo: Curvas de Indiferencia.

e La pendiente de la recta tangente a la grafica de y(x) en el punto
(a,y(a)) es y'(a)

@ Esto es, el vector director de la recta tangente a la grafica de y(x) en
el punto (a, y(a)) es el vector (1,y'(a)).

oY

(1Y) Vulay(a) = (155 ) (2.50) =0
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Ejemplo: Curvas de Indiferencia.

o El vector gradiente Vu es perpendicular a la recta tangente a la curva
de indiferencia del consumidor.

y(x)

Ou(ay(a
P (a,y(a))
/
/
/
/

y(@)

{(xy)ulxy)=C}
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