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Derivadas Parciales.

@ En este capitulo, D denotara un subconjunto abierto de R" y sea
peD.

@ Las derivadas parciales de f : D — R con respecto a la i-ésima
variable en el punto p son el limite (si existe)

flp+te)—f(p) _ d

of
oy, (P) = lim, . dt|._, (p+ tey)

donde ¢, =( 0,...,0 ,i, 0,...,0 ).
S—— SN——

i—1términos n—itérminos
e EnR? ¢ = (1,0), & = (0,1).
e EnR3, ¢ = (1,0,0), & = (0,1,0), e3 = (0,0, 1).
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Derivadas Parciales.

e Paran=2, p=(x,y):

G = 5 sy
SN = g ey
e Paran=3, p=(x,y,2):
%(x,y,z) = % s fix+ty,2)
g—;(x,y,z) = % s f(x,y +t,2)
%(X7y72) = % s f(x,y,z+t
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Derivadas Parciales.

Hacer algunos ejemplos de derivadas
f=x%y+y3z
f=ev’

etc.
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.
Gradiente.

o El gradiente de f en p es Vf(p) = <g—)fl(p), C;r)—)fz(p),--- ,g;(p)).
Asumiendo que todas las derivadas parciales existen.

o f=x2y+y3z, Calcula VF(1,-1,2).

o f=e9’ Calcula VF(—1,1).
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N
Diferenciabilidad.

Fp+v)—f(p)=Vf(p)v _

o f es diferenciable en p si lim,_g i

o f(x) = (fi(x), a(x), -+ ,fm(x)) : D C R" — R™ es diferenciable en p
si cada una de las funciones f1(x), f2(x), - - , fm(x) es diferenciable en
p.

Proposicién

Sif:D — R es diferenciable en p € D, entonces f es continua es ese

punto.
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R
Ejemplo.

Consideremos la funcién

(225 si(x,y) #(0,0),
fley) = {o v si (x,y) = (0,0).

@ Vamos a demostrar que f no es diferenciable en el punto p = (0,0).

@ Primero, calculamos V£(0,0). Observemos que

F(t,0)— f
(0 0) = lim (t,0) (0’0):Iim%:0
t—0 t t—0 t
F(0,t) — f
—(o 0) = lim (D100 _ ;i 0
t—0 t t—0 t

por lo que V£(0,0) = (0,0).
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R
Ejemplo.
@ Entonces, f es diferenciable en el punto p = (0,0) si y sélo si

0— pim [(PHV) = F(p) = VF(p) v

v=0 vl
— lim f((0,0)—i—(X,y))—f(0,0)—Vf(p)(X,y)
(x9)=(00) Ny

f(x,y) = £(0,0) — (0,0) - (x,¥)

= lim
(x,y)—(0,0) \/ X2 + y2
—lim f(x,y)
(x.y)=(0,0) y/x2 + 2
xy?

= lim
(xy)=(00) (x2 4 y2)3/2
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Ejemplo.
@ Vamos a probar que este limite no existe. Consideramos la funcién
2
Xy
gxy)=——"">55
(2 +y2)*/2
@ Observamos que
0
o Ademas,
im gt = tm — 5= L g
oy & S0t (2t2)3/2 - 03/2
@ por lo que el limite
xy?

lim —
(x0)=(00) (x2 + y2)3/2

no existe y concluimos que f no es diferenciable en el punto (0, 0).
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R
Ejemplo.

Consideremos la funcién

[ 225 si(x,y) #(0,0),
fley) = {o v si (x,y) = (0,0).

@ Vamos a demostrar que f es diferenciable en el punto p = (0,0).

@ Primero, calculamos V£(0,0). Observamos que

F(t,0)— f
(0 0) = lim (t,0) (0’0):Iim%:0
t—0 t t—0 t
F(0,t) — f
—(o 0) = lim (D100 _ ;i 0
t—0 t t—0 t

@ y obtenemos que V(0,0) = (0,0).
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@ Usamos la notacion v = (x, y),
e f es diferenciable en el punto p = (0,0) si y sélo si

0— fim [P+ V) —flp) = Vf(p)-v

v—0 vl

L H0.0)+ (6y) ~ (0.0) - V(p) - (x.y)
(x.y)—+(0,0) Vx2+y?

_ f(x,y) — £(0,0) — (0,0) - (x,)
(x.y)—(0,0) VX2 +y?

= lim —f(x,y)
(x,9)—(00) \/x2 1 y2

/3

Yy

= lim

(xy)=(0,0) (x2 4 y2)3/2
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@ En el Teorema del emparedado elegimos g(x,y) =0, h(x,y) = |y|.
Como, h es continua, vemos que lim(, ,)(0,0) h(x,y) = 0.

e Para (x,y) # (0,0) tenemos que

v | X2y
(2 +y2) 2 (x4 y2)%?
V2 YRy

Ry

_ VXY (E 4y byl
SR
ey

(2 + y2)¥2
=yl
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@ por lo tanto,

. xy3
lim T e
(xy)=(00) (x2 + y2)¥/

o y la funcién es diferenciable en el punto (0, 0).
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N
Diferenciabilidad.

Teorema

Supongamos que hay un r > 0 tal que las derivadas parciales,
g—)fl, aa—)fz, e ,g—; existen en cada punto de la bola abierta B(p, r) y son

funciones continuas en dicha bola. Entonces, la funcién f es diferenciable
en p.

e Por ejemplo, f(x,y,z) = xe’? + y? es diferenciable en cualquier punto
(x,¥).

o f esta en la clase C! de D si todas las derivadas parciales de f existen
y son funciones continuas en D. Escribimos f € C1(D).
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Derivadas direccionales.

e D,f(p) =limiso M es la derivada de f en p
a lo largo (del vector) v.

e If |[v|]| =1, entonces D,f(p) es la derivada direccional de f en p
en la direccion (del vector) v.

o f(x,y)=xy, p=(1,-1), v=(3,4). Entonces,
p+tv=(1+3t,-1+4t)y

F(1+3t,—1+4t) — £(1,-1)

Dyf(p) = lim ;
i (1+3t)(—1+4t)+1 4
t—0 t

e Y, dado que ||v| = V/3%2 + 42 = 5, la derivada direccional de f en p en
la direccién de v es mva(p) =1
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Derivadas direccionales y gradiente.

e Sif: D — R es diferenciable en p € D, entonces D, f(p) = Vf(p) - v.
@ Sea f(x,y) =xy, p=(1,-1), v =(3,4). Entonces,
VE(p) = (v, x) =(-1,1)y

x=1
D,f(p) = w(pYTZ (—1,1)-(3,4) = 3 +4=1.
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Interpretacién del gradiente.

e D,f(p)=Vf(p) -v=|VF(p)||v| cosé, donde

\

@ Supongamos que ||v|| = 1. Entonces, D, f(p)
» alcanza un maximo cuando 6 = 0, esto es, cuando los vectores V£ (p) y
v tienen la misma direccién.
» alcanza un minimo cuando @ = 7, esto es, cuando los vectores Vf(p) y
v son paralelos y opuestos.
» es cero cuando § = /2 0 § = 37 /2, es decir, cuando los vectores
Vf(p) y v son perpendiculares.
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Interpretacién del gradiente.

@ Si tenemos una curva derivable o(t) = (x1(t),...,xn(t)) tal que
o'(t)- Vf(o(t)) >0 para t € (a, b) C R, entonces la funcién f(o(t))
es creciente en el intervalo (a, b).
@ Si tenemos una curva derivable o(t) = (x1(t), ..., x(t)) tal que
o'(t) - Vf(o(t)) <0 para t € (a,b) C R, entonces la funcién f(o(t))
es decreciente en el intervalo (a, b).

@ Si tenemos una curva derivable o(t) = (x1(t),. .., xn(t)) tal que o’(t)
es perpendicular a Vf(o(t)) para t € (a, b) C R, entonces la funcién
f(o(t)) permanece constante en el intervalo (a, b).

e El valor maximo de D, f(p) para ||v|| = 1 se alcanza cuando v apunta
en la direccion de V£(p).

e El valor minimo de D, f(p) para ||v|| = 1 se alcanza cuando v apunta
en la direccion opuesta a V£ (p).
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R
Ejemplo

@ Considere un consumidor con una funcién de utilidad u. Entonces,
@ El gradiente Vu(p) apunta hacia las cestas de bienes que son preferidas

anp.
@ El gradiente Vu(p) es perpendicular a la recta tangente a la curva de
indiferencia que pasa por p.

Indifference
curve through p

e Preferred to p

Vu(p)

uxy)=c

® Preferred by p
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R
Ejemplo

o Considere la funcién f(x,y,z) = 8x? +4xz + 8x + y* + 32y + z% + 16
definida en R3.

Calculamos D, f(—1,0,1) para v = (2,1, —1).
Tenemos que

Vi(x,y,z) = (16X + 4z +8,4y3 +32,4x + 22)

Dado que Vf(—1,0,1) = (—4,32,-2),
obtenemos D, f(—1,0,1) = (—4,32,-2) - (2,1,—1) = 26.
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R
Ejemplo

o Considere la funcién f(x,y, z) = ye*? — x?> — yz?, definida en R3, y el
vector v = (a, b, c).
@ Calculamos el gradiente de f en el punto p = (0

,1,1) y determinamos
para qué valores de a, b, ¢ se cumple que D,f(p) = 0.

@ Tenemos que
Vf(x,y,z) = (yze% — 2x, &% — 22, xye’® — 2yz)

@ Por lo tanto,
Vf(oa 17 1) = (]-a Oa _2)

Entonces,

vf(p) =VIf(p)-v=(1,0,-2) (a,b,c) =a—2c

e Y D,f(p) =0siysolosiv=(2c,b,c), con b,c € R arbitrarios.
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R
Ejemplo

o Considere la funcién f(x,y) = x? + y2, definida en R?, y la curva de
nivel S dada por x? 4+ y? = 5. Vamos a calcular la recta tangente en
el punto p =(1,2) € S.

o Vf(x,y)=(2x,2y), Vf(1,2) =(2,4)

o La ecuacion de la recta tangente a la curva x*> + y? = 5 en el punto
p=(1,2) € S viene dada por:

(2,4)-(x—1,y—2)=0

es decir,

x+2y =5
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Ejemplo

V£(1,2) =(2,4)

{nea tangente

x2+y?=5
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