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Optimizacidn de funciones convexas (céncavas) .
Sea D un subconjunto convexo de R". Consideremos uno de los
problemaas siguientes:

@ La funcién f : D — R es cdncava in D y estudiamos the problema

f‘
max f(x)
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funciones convexas (céncavas).
@ La funcién f : D — R es convexa en D y estudiamos el problema
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funciones convexas (céncavas).

Proposition
Sea D be un subconjunto convexo de R". Sea f : D — R.
@ sif es concava y p es un maximo local de f en D, entonces p es un
maximo de global f en D.
@ sif es convexa, y p € D es un minimo local de f en D, entonces p es
un minimo local de f en D. )

Proposition
Sea D C R"™ un conjunto convexo y abierto, p € D y f € C}(D).
© sif es concava en D entonces, p es un maximo global de f en D si y
sélo si Vf(p) = 0.
@ sif es convexa en D entonces, p es un minimo local de f en D si y
sélo si Vf(p) =0.
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Demostracion.

@ si f tiene un punto extremo en p entonces, Vf(p) = 0.

@ si, por ejemplo, f es concava entonces, para cada x € D tenemos que

f(x) < f(p) + VE(p)(x — p) = f(p)

e Como, Vf(p) =0, tenemos que f(x) < f(p) para cualquier otro
x€D.
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Remark.

si f es estrictamente cdncava entonces,

f(x) < f(p) + Vf(p)(x — p) = f(p)

El punto donde se alcanza maximo es Unico.

si f es estrictamente convexa entonces,

f(x) > f(p) + VF(p)(x — p) = f(p)

El punto donde se alcanza el minimo es Unico.
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Ejemplo 1.

Sea f = x3 — 6xy — 21x — 3y? + 3y.
Vi(x,y) = (3x2 — 6y — 21,—6X—6y—|—3).

Las ecuaciones que definen los puntos criticos son

3x2 -6y = 21
bx+6y = 3

e Las soluciones son (—4,3) y (2,—3).
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Ejemplo 1.

o Hf(x,y):<ff3 :2)

@ En los puntos criticos

H<_4,9) _ ( —24 _6>,con Dy = —24 < 0,D;, =108 > 0

2 -6 -6
H 2—§ _( 12 -° n Dj=12>0,D,=-108<0
) 2 - _6 _6 co 1 — 9 2 —

@ Por lo tanto,
> El punto (—4, 3) corresponde a un maximo local;
» El punto (2,—32) corresponde a un punto de silla.

e f(x,0) = %3 — 7x. Entonces, limy_,o f(x,0) =00y
limy— oo F(x,0) = —00.

@ No hay puntos extremos globales.
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Ejemplo 1.
o Consideremos ahora el conjunto convexo S = {(x,y) € R? : x < —1}.
@ Paraxe§5, Dy =6x<0y D, =-36—36x>0.
o f es cdncava en D.
@ sélo el punto (—4, %) satisface la restrcicion x < —1.
o (—4,3) corresponde a un maximo global del problema

max / min f(x,y)
en el conjunto S = {(x,y) e R?: x < -1}
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Ejemplo 2.

o Sea f = x% + 4xy — 2x + 2y3 + 6y? — 20y.
o VFi(x,y) = (2x + 4y — 2,4x + 6y + 12y — 20).
@ Las ecuaciones que definen los puntos criticos son
2x+4y = 2
4x+6y°>+12y = 20

Las soluciones son (5,—-2) y (—3,%).
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Ejemplo 2.

2 4
° Hf(x’y):<4 12y + 12 )

@ En los puntos criticos

H(5,—2)=<L21 _‘;2>7con D1 =2<0,D,=-40<0

5 4 2 4
H<—§,§>—<4 28)con D;=2>0,D,=40>0

@ Por lo tanto,

» El punto (5, —2) corresponde a un punto de silla;

» El punto (—g, %) corresponde a un minimo local.

@ No corresponde a un minimo global porque,

lim f(0,y)=lim (2y® + 6y* — 20y) = —o0
y——00

y—+—o0
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Ejemplo 2.

Consideremos ahora el conjunto convexo

S={(x,y) €R?:y > —-1/3}.

Paraxe S, Diy=2>0y Dy =8+ 24y > 0.

f es convexa en D.

Sélo el punto (—3, %) satisface la restrcicién y > —1/3.

(—%, ‘—31,) corresponde a un minimo local del problema

max / min f(x,y)
en el conjunto S ={(x,y) € R?:y > —1/3}

Capitulo 5: Optimizacién. Parte IV: Extrem Matematicas para la Economia Il Universidad Carlos 111 de Madrid12 /12



