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Optimizacién con restricciones de desigualdad.

o Consideramos problemas de la siguiente forma,

max f(x) (0.1)
sa. gi(x)>0

g(x) 20

gm(x) =0

@ Si gk(p) = 0 decimos que la restriccién k se satura en el punto p.
@ Si gk(p) > 0 decimos que la restriccién k no se satura en el punto p.

@ Al problema de optimizacién 0.1 le asociamos la funcién Lagrangiana

L(x) = f(x) + A1g1(x) + - - Amg&m(x) (0.2)
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El método de Kuhn-Tucker.

Proposicién

Supongamos que las funciones f, g1, . ..gm son de clase C1 y que se
satisface la condicién de que la restriccion no es degenerada. Si p es una
solucion de problema 0.1, entonces existen A1, ..., \;m € R tales que

@ Vi(p) =0,

(2] >\1g1(P) = 05 T ,Amgm(P) =0,

o )\1 207“'7)\17120!
donde L(x) es el Lagrangiano definido en 0.2.
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N
El método de Kuhn-Tucker.

@ Las ecuaciones

Q VLi(p) =0,
e Algl(p) = Oa e 7)\mgm(p) = O'
QO \>0,....,An >0,

son las ecuaciones de Kuhn-Tucker del problema 0.1.

@ La proposicién 3 es valida sélo cuando el problema se escribe de la
forma 0.1. Si, por ejemplo, tenemos que calcular el minimo de una
funcién o las restricciones son de la forma < en lugar de >, entonces
hay que reescribir el problema tal como esta en 0.1.

@ Por ejemplo, encontrar el minimo de f(x) es lo mismo que encontrar
el maximo de —f(x); o, si la restriccién i-ésima es g;(x) < a;, esto es
equivalente a la restriccién a; — gi(x) > 0.
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Ejemplo: sustitutos perfectos.

@ Supongamos que un agente tiene renta 5 y que su funcién de utilidad
sobre cestas de consumo es u(x,y) = 2x + y.

@ Supongamos que los precios de los bienes son p; =3, pp =1

@ Calculamos las funciones de demanda del agente. El problema
maximizaciéon del agente es

max 2x+y
s.a. 3x+y<5h
x>0
y=>0
@ Primero escribimos el problema en la forma 0.1
max 2x+y
sa. b—3x—y >0
x>0
y=0
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Ejemplo: sustitutos perfectos.
e El Lagrangiano asociado es
L(x,y) =2x+y + A1(5—3x — y) + dox + Azy
y las ecuaciones de Kuhn-Tucker son
oL
dx
oL
dy

= 2—-3\+X=0

= 1—-X+X3=0

AM(B—-3x—y)=0
Mox =0

A3y =0
3x+y<5h

x>0

y=>0

A1, A2, A3 >0
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Ejemplo: sustitutos perfectos.

Observemos que si A\; = 0 entonces la primera ecuacién implica que
A = —2 < 0, que contradice la ecuacion A1, Ay, A3 > 0.
Por lo tanto, A\; > 0.

De la ecuacién A1(5 — 3x — y) = 0 concluimos que 5 —3x —y =0
por lo que y =5 — 3x.

Supongamos que x > 0.

La ecuacion Apx = 0 implica que A, = 0.

De la primera ecuacién vemos que \; = 2/3

Sustituyendo en la ecuacién obtenemos que \3 =X\ —1=-1/3<0

que contradice la ecuacion Ai, A, A3 > 0.

concluimos que x =0, y = 5.

x=0, y=5AX=X=1 A3 =0Iisla tnica solucién del
sistema.
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Ejemplo.

Capitulo 5:

Maximum: (0,5),4; =1, =

1L,A3=0
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Ejemplo.

o Considere
max x2+y2+y—1
X7y
sa. x2+y?<1

o Las funciones x> + y2 +y — 1y x? + y? son de clase C*® y el
conjunto {x? + y2 < 1} es compacto.

@ Por el Teorema de Weierstrass' el problema tiene un maximo global y
un minimo global.

@ Las condiciones de regularidad se satisfacen.
o El Lagrangianoes L = x>+ y?2 +y — 1+ A1 —x? — y?).
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Ejemplo.
@ Las ecuaciones de Kuhn-Tucker son
L
% =2x—-2X\x=0 (0.3)
oL
— =2 1-2\y = 4
I y + Ay =0 (0
M2 +y?—1)=0 (0.5

x*+y?<1 (0.6
A>0 (0.7

— ~— ~— —

@ si A =0, son x =0 (por la ecuacién 0.3), y = —1/2) (por la
ecuacién 0.4).

@ Obtenemos la solucién x =0, y = —%, A=0.

@ Si A #0, entonces x* 4+ y?> — 1 =0.

@ La ecuacién 0.3 se puede reescribir como x(1 — \) = 0.

@ Si x =0, entonces y = +1. Si y =1, de la ecuacién 0.4 vemos que

A = 3/2y obtenemos la solucién x =0, y =1, A = 3.
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Ejemplo.
e Si y = —1, de la ecuacién 0.4 vemos que A = 1/2 y obtenemos la
solucion x =0, y = -1, A = %

@ Finalmente, si A =1, de la ecuacién 0.4 obtenemos 2y +1 — 2y =0,
que es imposible.

@ Las soluciones de las ecuaciones de Kuhn-Tucker son
1
A: x=0, y=—=, A=0
2
B: x=0, y=1, Xx=

C: x=0, y=-1, A=

NI~ N W

= —1, el minimo

Como, f(0,—1/2) = 32, f(0,1) =1, f(0,-1) =
global se alcanza en (0, —1/2) y el maximo global se alcanza en(0, 1).
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Interpretacion econdmica de los multiplicadores de
Lagrance.

@ Considere el problema,

max f(x)
sa. gi(x)=m
(L2) £2(x) = a2
gm(x) = am
@ Supongamos que la solucién, x = x(ay ..., an), del problema
anterior es Unica y satisface las ecuaciones de Lagrange .
@ x =x(ai...,am), s un punto critico del Lagrangiano
L(x) = f(x) + Alar — g1(x)) + - - Am(am — gm(x))-
@ Los multiplicadores de Lagrange, A1,..., Am dependen de los
pardmetros aj ..., a,, aunque no lo escribimos explicitamente.
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Interpretacion econdmica de los multiplicadores de
Lagrance.

@ Considere la funcidn valor

Flai...,am)=f(x(a1...am))

@ Entonces, paracadai=1,...,n,

oF
804,'

= [Ail (0.8)
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Ejemplo: Indirect utilidad.

o Considere el problema,

max u(x,y)

s.a.: pix+ py =m

@ En este problema, el agente elige una cesta de consumo (x, y) sujeto
a la restriccién de que, dados los precios (p1, p2), esta cesta cuesta
p1x + poy = my la renta del agente es m.

o Consideremos la funcién Lagrangiana,

L(x) = u(x) + A(m — p1x — p2y).
e Sea x(p1, p2, m), y(p1, p2, m) la solucién (supongamos que es (nica).

e Sea, V(p1, p2, m) = u(x(p1, p2, m)) la funcién indirecta de utilidad.

v _
@ Entonces, I = .

@ ) representa la utilidad marginal de la renta.
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