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Optimizacién con restricciones de igualdad.
@ Consideramos problemas de la siguiente forma,

max (resp. min) f(x)

sa. gi(x)=0
g(x)=0 (0.1)
gm(x) =0

e Un punto p € R" es una solucién al problema ( 0.1) si
@ Satisface todas las restricciones,

g1(p) = g(p) =+ =gm(p) =0

Yy
e f(p) > f(x) (resp. f(p) < f(x)) para cualquier otro punto x € R"

que también satisfaga las restricciones
81(x) = &(x) = -+ = gm(x) = 0.
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Condicién de regularidad.

@ Sea

M={xeR": gi(x) =go(x) =+ = gm(x) =0} (0.2)

el conjunto de soluciones factibles al problema (P).

e Sea g(x) = (g1(x),&(x), -+ , gm(x)).
@ Asumimos que

rango (D g(p)) = m, en cada punto p € M. (0.3)

@ Esto quiere decir que cada conjunto M tiene una "superficie” de
dimensién superior en R” de dimensién n — m con un bien definido
plano tangente.
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Condicién de regularidad.

@ Las siguientes superficies no satisfacen la condicién de regularidad

/ The Surface intersects
A itself here.
No wngenm

There is a cusp at A. l/
No tangent plane at the point 4 ~
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Condicién de regularidad.

Las siguientes superficies satisfacen la condicién de regularidad.
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La condicién de regularidad.

@ En particular, en cada punto p € M podemos calcular el plano
tangente T,M a M como sigue

p+{veR":Dg(p)v =0} ={p+v:veR" Dg(p)v=0} (04)

@ v pertenece al conjunto {v € R" : Dg(p)v = 0} si y sélo si v
satisface las siguientes ecuaciones

Vei(p) - v=Vgl(p) v="--=Vgn(p) - v=0  (0.5)
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Condiciones de Primer orden.

Proposicién (Método de Lagrange)
Consideremos el problema ( 0.1). Y supongamos que las funciones f,
g1, .- &m son de clase C' y que la condicion de regularidad ( 0.3) se
cumple. Si p es una solucién al problema ( 0.1), entonces hay
Al,...,Am € R tal que

VL(p) =0

donde
L(x) = f(x) + Mgi(x) + ... + Amgm(x)

se llama funcién Lagrangiana asociada al problema ( 0.1).
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Teorema de Lagrange. Interpretacion.
@ Asumimos que n = 2 y que hay una Unica restriccion,
max = f(x,y)
s.a. glx,y)=0

e Podemos ver que f(A) < f(B) < f(C) < f(D).

@ Sien D nos movemos en la direccién de V£ (D), ya no se verifica la
restriccién g(x) = 0. En D, las curvas de nivel f(x) =cy g(x) =0
son tangentes: V(D) y Vg(D) son paralelas. Esto es,

V(D) = AVg(D) para algin X € R.
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Ejemplo.

@ Encontremos los puntos extremos de la funcién

f(x,y) =3x%y +x —2y
en el conjunto

S={(xy):2y —x=2}

o El Lagrangiano es

L(x,y) =3x%y +x — 2y + A\(x — 2y +2)

@ Las ecuaciones de Lagrange son

bxy+1+X = 0
3x2-2-2\ =

2y —x =
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Ejemplo.
oxy +1+ A =
3x2—2-2\ =
2y —x = 2

@ Multiplicando la primera ecuacién por 2 y reolviendo para 2\ en las
dos primeras ecuaciones obtenemos 2\ = —2 — 12xy = 3x® — 2. Esto
es,

—4dxy = x2
Una solucién es
x=0, y=1, A=-1

@ En otro caso, y = —x/4 y de la dltima ecuacién obtenemos la solucién
4 1 5
X = —— = — A= —
3 VT3 3
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Maximizacidon de la utilidad con restricciones
presupuestarias.

@ Consideremos el problema

max  u(x) }

st. p-x=t

@ x € R es una cesta de consumo.

@ p € R, son los precios de los bienes.

o El agente tiene una renta t

o El agente elige una cesta de consumo x tal que maximice su utilidad,
condicionado a la restriccidn presupuestaria, p - x = t.

@ La funcién Lagrangiana es L = u(x) + A(t — px).

@ Las ecuaciones de Lagrange son

Vu:)\p}

¢ (0.6)

@ Asi pues, si x* es una solucién del problema, se tiene que Vu(x*) es
perpendicular al plano p- x = t.

Capitulo 5: Optimizacién. Parte Il: Optimizi Matematicas para la Economia Il Universidad Carlos 11l de Madrid11 /19



Maximizacidon de la utilidad con una restriccion
presupuestaria.

@ Por otro lado, vemos que Tas ecuaciones ( 0.6) son equivalentes a

MRS;i(x) = Pi px=t
Pj
donde ou /0
u Xi
MRS5 = u Jox,

es la relaciéon marginal de sustitucién entre el bien i y el bien j.
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Condiciones de segundo orden.
Proposicién

Supongamos que las funciones f, g1, . ..gm son de clase C?, la condicion
de regularidad ( 0.3) se satisface y existen los multiplicadores de Lagrange
A5 Am € Ry peR” tal que p verifica
o las restricciones g1(p) = g2(p) = - - = gm(p) =0,
@ las ecuaciones de Lagrange, VL(p) = 0, donde
L(x) = f(x) + Agi(x) + ... + Amgm(x) es la funcién de Lagrange
asociada al problema ( 0.1).
Entonces,
© Siv-HL(p)v <0 para cada vector v # 0 que verifica las ecuaciones
( 0.5), entonces p corresponde a un maximo local (estricto)de f.
@ Siv-HL(p)v > 0 para cada vector v # 0 que verifica las ecuaciones
( 0.5), entonces p corresponde a un minimo local (estricto) de f.
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Ejemplo 1.

@ Resolvamos el problema

max x° + y2

sa. xy=4

Sea f(X7y) = x? +y2v g(Xay) =Xy.

Vg(x,y) = 2(y, x) que no se anula en el conjunto

M = {(x,y) € R?: xy = 4}. Asi pues, la condicién de regularidad se
satisface.

La funcién Lagrangiana L(x,y; \) = x% 4+ y? + A(xy — 4).
Las ecuaciones de Lagrange

2x+ Ay =
2y +Xx = 0
xy =
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Ejemplo 1.

@ El sistema anterior tiene dos soluciones

@ Por otro lado,

ToyM = {veR?: Vg(2,2) v =0}
= {(v1,w) € R?: (2,2) - (vi,vn) =0}
= {(t,~t)eR%: tc R}
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Ejemplo 1.

@ De aqui,

(t,—t)-HLpy (_tt) = (t,—t)- (_22 _22) (_tt> = 8t2

tal que H L, 7) es definida positiva en T 2)M y podemos concluir
que (2,2) corresponde a un minimo.
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Ejemplo 2.

@ Consideremos el problema

max Xy

s.a. p1X+ py=m

con m, p1, p2 7é 0.
o Sea f(x,y) = xy, g(x,y) = m— p1x — p2y.
e Vg(x,y) = (y,x) la cual no se anula en el conjunto

M = {(x,y) € R?: p1x + poy = m}. La condicién de regularidad se
satisface.

e La funcién Lagrangiana es L(x) = xy + A(m — p1x — pay).
@ Las ecuaciones de Lagrange son,

y—Apr = 0
X—Ap2 =
pix+py = m.
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Ejemplo 2.

m _ m
2py’ A= 2p1p2”

@ Lasoluciénes x = &, y =
s 2p1 Y

@ La matriz Hessiana de L en el punto (x*,y*) = < o, ) es

2p1° 2p3' 2p1p2
01
HL_(l 0)

la cual es no-definida.
@ Por otro lado,
m m
T yyM = veR2v( >v:0
() { g 2p1’ 2po }
= {(V1,V2)€R2' (p1,p2) - (v1,v2) =0}
— {((t,-Pyer? ter
{(t, o ) }
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Ejemplo 2.

t
o Asi pues, (t,—2t) - HL(x",y*) (_ﬂt) =
p2
0 1\ t
gy, =Bt <0
(t, p;t) (1 O) (—%t>_ P;t <0ift#0.

: m _m £t
@ Se tiene, (H’ E) que corresponde a un maximo.
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