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Nota importante: Queda estrictamente prohibido el uso de calculadoras o cualquier otro dispositivo electrénico.

Para que un resultado sea tomado en consideracién en la calificacion, es condicién indispensable que esté debidamente

justificado; no se evaluard ninguna respuesta que carezca de su correspondiente desarrollo 16gico y matemaético.
_ In(z+1)
vr+1

a) Hallar las asintotas, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos globales de f(x).

1. Sea la funciéon f(x) , definida en (—1,00). Se pide:

b) Hallar la imagen de f(z) y representar la grafica de la funcion.

¢) Considerar fp(x) la funcion f(z) restringida al intervalo [b, 00), donde b > —1. Hallar el maximo y el minimo
global (si existen) de fp(z).
0,4 puntos apartado a); 0,3 puntos apartado b); 0,3 puntos apartado c)

a) Por un lado, f(z) es continua en todo su dominio, luego solo hay que calcular las asintotas en —17 y en oo.

lim f(z) = > —00, luego f(z) tiene una asintota vertical en z = —1 por la derecha.
r—>—1% 0+

, 00 . , . i 1/(x+1) , 2
mlgr;of(;v) == =(aplicando L'Hopital)= Ilg{)lom = wLH;oTH
luego f(z) tiene una asintota horizontal y = 0 en co.
Y como f/(z) = 1/(z+1))Ve+1—-In(x+1)/2vVx +1 _ (z+1)"2(2 = In(z + 1))

z+1 2(x+1)

el tinico punto critico se obtiene cuando 2 — In(z + 1) = 0, es decir z = €2 — 1.

f'(0) > 0, luego f'(z) > 0six € (—1,e? — 1), luego f () es creciente en (—1,¢e% — 1].
(e —1) <0, luego f'(z) <0six e (e —1,00), luego f(x) es decreciente en
[e2 — 1,00). Obviamente x = €? — 1 es el maximizador global de f(z).

?

)

Por otro lado, f(z) no tiene minimizador global.
2
b) Por lo anterior, el valor méximo seria f(e? — 1) = =. De ahi y de que
e

E}mﬁf(z) = —oo se deduce que la imagen de f(z) seria (—oo, %},
;or el teorema de los valores intermedios para funciones continuas.
Asi pues, la grafica de la funcion quedaria como se puede ver al final.

¢) Hemos visto que f(z) es creciente en (—1,e% — 1], decreciente en [e? — 1,00), f(0) =0y xl;ngof(z) =0t.
Luego siempre que y = 0 esté en la imagen de f;(x), o lo que es lo mismo, que
x = 0 pertenezca al intervalo [b, c0), se obtendran ambos extremos globales.
Asi pues, hay que tener en cuenta tres casos:
i) si b < 0= min(fp) = f(b), max(f) = g, luego exiten el maximo y minimo globales.

2
ii) si 0 < b < e? — 1 = min(f}) no existe, max(fy,) = -.
e

iii) si €2 — 1 < b = min(f,) no existe, max(f,) = f(b).
Ver, de nuevo, la grafica de la funcién.






2. Dada la funcién y = f(z), definida de forma implicita mediante la ecuacién e*t2Y + 27V = 2¢3

en un entorno del punto z =1,y =1, se pide:

a) Hallar la recta tangente y el polinomio de Taylor de grado 2 de f en a = 1.

b) Representar, aproximadamente, la grafica de f(z) y f~'(x) cerca del punto z = 1.

¢) Comparar ambas funciones en los intervalos (1 — 4, 1], [1,1 + 9).

En cada intervalo, jsera mayor alguna de las dos funciones, o seran iguales?
Sugerencia para b) y c¢): observar que F(z,y) = F(y, ).
0,4 puntos apartado a); 0,4 puntos apartado b); 0,2 puntos apartado c).

a) Antes de nada, observamos que el punto (1, 1) satisface la ecuacion.

A continuacién, en primer lugar, calculamos la derivada primera de la funcion:

(14 2y)e™ ™ + (2 + ¢ )e** ¥ =0
sustituyendo z = 1, y(1) = 1 se deduce que y'(1) = f'(1) = —1.
Luego la ecuacion de la recta tangente serd: y = Pi(z) =1—(z —1) 6y = —x + 2.

Analogamente, calculamos la derivada segunda de la funcién:

20"+ (14 29/ e 4 [y + 24 )16 =0
sustituyendo = 1,y(1) = 1,y'(1) = —1 se deduce que:
2y +1]e3 + [y + 1]e* = 0= y"(1) = f"(1) = —2/3.
Luego el polinomio de Taylor de segundo grado sera:
Py(z)=1—(z—1)— i(z —1)%
b) Utilizando el polinomio de Taylor de orden 2, la grafica de f y su inversa,
cerca del punto x = 1 serd, aproximadamente, como se ve en la figura al final.
c) Ambas funciones seran iguales, pues si la funcion implicita y = f(z) viene dada por la ecuacion:
F(z, f(z)) = 2¢3
entonces, por la sugerencia dada, se cumple que: F(f(z),z) = 2¢°.
Llamando f(x) =t,z = f~!(t), la ecuacién anterior se puede escribir como:
F(t, f71(t)) = 2¢3
Es decir, la funcién implicita f y su inversa f~! son la misma funcién.

y=2—-x




3. Sea C(x) = 16 + 2z + 2? la funcién de costes y p(z) = 20 — 2z la funcién inversa de
demanda de una empresa monopolista. Se pide:

a) Hallar el nivel de produccién para el que se maximiza el beneficio.

b) Hallar el nivel de produccion para el que se minimiza el coste medio.

¢) El gobierno quiere que la empresa produzca al nivel hallado en b). Para ello propone
subvencionar cada unidad producida. ;Cual sera la subvencién minima por unidad
para que la empresa acepte pasar del nivel de a) al del apartado b), si ella maximiza beneficios?
0,4 puntos apartado a); 0,4 puntos apartado b); 0,2 puntos apartado c).

a) En primer lugar, calculamos la funcion de beneficios.
B(x) = (20 — 22)x — (16 + 22 + 2?) = —322 + 187 — 16
Si calculamos la primera y segunda derivada de B :
B'(z) = —6x+18;B"(z) = -6 <0
luego vemos que B tiene un tnico punto critico en z* = 3 y, como B

es una funcién céncava, este punto critico es el inico maximizador global.

C 16
b) Como la funcion de costes medios es ¢ =—+4+2+u,
x x
Cz)\ _ 16
su derivada sera: ( (a:)) =-——5tl=0&=2"=4.
x x

C(x)\" 32
Como <()) =—>01a funcién es convexa y el punto critico serd minimizador global.
x x

c) B(3)=—-274+54—-16=11; B(4) =-48472—-16=38.
Luego la empresa exigird una compensacion total de 3 unidades monetarias.
Como la produccion es de 4 unidades, la subvenciéon por unidad sera 3/4.



x2— 3z + 2, =<3
222 +ax+b, >3
a) Enunciar el teorema del valor medio de Lagrange para una funcién f(z) definida en el intervalo [0, 4].

4. Sea f(z) = Se pide:

Hallar los valores a, b para que la funcién dada satisfaga las hipotesis de dicho teorema.

b) Enunciar el teorema de los ceros de Bolzano para una funcién f(z) definida en el intervalo [K,4].
Supongase ahora, que para la funcién dada a = —6, b = 2 y esta definida en el intevalo [K, 4] donde K < 3.
iPara qué valores de K se cumplen las hipotesis del citado teorema?

0,5 puntos apartado a); 0,5 puntos apartado b).

a) Las hipotesis son que f sea continua en [0, 4] y derivable en (0,4).
La tesis, o conclusién, es que existe ¢ € (0,4) tal que f'(c) = (f(4) — f(0))/4.
Para ello, necesitamos, en primer lugar, imponer la continuidad de f en x = 3.
Como lim f(x)=184+3a+b,y como f(3)=2= lim f(z)
z—>3t z—3~
se deduce que la funcién serd continua en [0,4] cuando: 3a + b = —16.
Por otro lado, suponiendo f continua, la funcion serd derivable en x = 3 cuando:
h’m+f’(x) = f'(37). Y ahora tenemos que:
T—3
)z>3= lim f'(x) = lim 4o +a = f'(37) =12 + a;
z—31 z—31
i)zr<3= fl(v)=2r-3= f'(37)=3.
Por tanto, se satisfacen las hipotesis del teorema de Lagrange cuando:
a=-9b=11

b) Las hipotesis son que f sea continua en [K, 4] y que f(K)- f(4) <O0.
La tesis, o conclusion, es que existe ¢ € (K,4) tal que f (¢) = 0.
Para los valores dados a a,b la funcién es continua, pues:
(3)=2= lim f(z)

r—31
Por otro lado, f(4) > 0, luego para que se cumplan las hipdtesis
tendra que cumplirse que f(K) < 0.
Para x < 3 se cumple que f(z) = (x — 1)(z — 2), luego



f(K)<Ocuando 1< K < 2.
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5. Dadas f,g: R — R, definidas por: f(z) = 3 x, g(x) = /9 — z, se pide:

a)
b)

)

1+=x
Representar el conjunto A delimitado por las graficas de f(x), g(z) y las rectas x = 0, z = 9.

Hallar, si existen, los maximales y minimales, maximo y minimo de A.

Calcular el area del conjunto dado, tomando In 10 = 2, 35.

Sugerencia para b: el orden de Pareto viene dado por: (g, y0) <p (z1,71) < 2o < x1,% < Y1.
0,4 puntos apartado a); 0,2 puntos apartado b);0,4 puntos apartado c)

b)

En primer lugar, observamos que las graficas de f(z) y g(z) cortan a la recta = 9 en los puntos (9, —%)

y (9,0) respectivamente. Por otro lado, las graficas de f(x) y g(z) se cortan en el punto (0,3), y no puede
haber otro corte a la derecha de dicho punto, pues ambas funciones son decrecientes, f(x) convexa, g(x)

87
concava y, cuando cortan a la recta x = 9, tenemos f(9) = 10 < 0=g(9).
Por tanto, A = {(z,y): 0 <2 <9, f(z) <y < g(x)}.
Luego el dibujo de A sera, aproximadamente, asi:
6
y=f(x)
5
y=yg(z)
2
1
2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 10

-4

-5

-6

-7

-8

De esta forma, el orden de Pareto nos describe al conjunto asi:
méximo(A) no existe; maximales(A) = {(z,g(z)) : 0 <z < 9}.
minimo(A) no existe; minimales(A) = {(z, f(z)) : 0 < z < 9}.

En primer lugar, por la posicion de las funciones, sabemos que:

Area(A)Ofgg(x)dx - fgf(x)dw.

0

2
Como /g(x)dx = /\/9—acdx = —5(9—30)3/2 y /f(ac)dm = / (
luego, por la regla de Barrow:
Area(A)=[-2(9—2)*? —3In(1+2)+22/2]) =0—3In10+81/2+ 227+ 0—0 =
=40,5+18 —3In10 =~ 58,5 — 7,05 = 51, 45 unidades de area.

3
14+

—m) dr =3In(1+2) — 2%/2



