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(1) Sea la función f(x) = ln(e2x − 1). Se pide:

(a) Hallar el dominio y las aśıntotas de f(x).

Sugerencia: observar que ln(a)− b = ln( a
eb
)

(b) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y la imagen de f(x).

(c) Hallar los intervalos de concavidad y convexidad, el cero de la función (si existe) y representar la

gráfica de f(x).

0,3 puntos apartado a); 0,3 puntos apartado b); 0,4 puntos apartado c).

a) En primer lugar, el dominio de la función es (0,∞), pues e2x es creciente, vale 1 en x = 0, luego

e2x − 1 > 0 cuando x > 0.

Como limx→0+ ln(e2x − 1) = ln(0+) = −∞, se deduce que f(x) tiene una aśıntota vertical en x = 0.

Por otro lado, aplicando L’Hopital, como limx→∞
ln(e2x − 1)

x
= ∞

∞ = limx→∞
2e2x

e2x − 1
= 2, y

limx→∞ ln(e2x − 1)− 2x = limx→∞ ln(e2x − 1)− ln e2x = limx→∞ ln
e2x − 1

e2x
= limx→∞ ln

(
1− 1

e2x

)
=

ln(1−) = 0−, se deduce que la recta y = 2x es aśıntota oblicua de la función en +∞, aproximándose la

gráfica a la aśıntota por debajo.

b) Para estudiar el crecimiento y decrecimiento, derivamos la función: f ′(x) =
2e2x

e2x − 1
> 0, luego f(x) es

creciente en su dominio.

En cuanto a la imagen, como f(x) es continua en su dominio y tiende a −∞ y +∞ en 0+ e ∞,

respectivamente, deducimos que su imagen será R.

c) Para estudiar la curvatura de la función, calculamos su derivada segunda. f ′′(x) =

(
2e2x − 2 + 2

e2x − 1

)′

=(
2 +

2

e2x − 1

)′

=
−4e2x

(e2x − 1)2
< 0, luego la función es cóncava en todo su dominio.

Por otro lado, el cero de la función se hallará en el punto x que cumpla ln(e2x − 1) = 0, es decir,

e2x − 1 = 1 ⇐⇒ e2x = 2 ⇐⇒ x =
ln 2

2
.

En cuanto a su gráfica, tendrá un aspecto, aproximadamente, aśı:



(2) Dada la función y = f(x), definida de forma impĺıcita mediante la ecuación ex + ey = 1 + e2

en un entorno del punto x = 0, y = 2, se pide:

(a) Hallar la recta tangente y el polinomio de Taylor de orden 2 de f en a = 0.

(b) Representar la gráfica de f cerca del punto x = 0, y = 2.

(c) Representar la gráfica de la inversa de f .

Sugerencia para b y c: utilizar que f ′(0) < 0, f ′′(0) < 0.

0,4 puntos apartado a); 0,3 puntos apartado b); 0,3 puntos apartado c).

a) En primer lugar, calculamos impĺıcitamente la derivada primera de la función:

ex + eyy′ = 0

Sustituyendo x = 0, y(0) = 2 se deduce que y′(0) = f ′(0) = −e−2.

Luego la ecuación de la recta tangente será:

y = P1(x) = 2− e−2x o x
e2 + y = 2.

Análogamente, calculamos impĺıcitamente la derivada segunda de la función:

ex + eyy′y′ + eyy′′ = 0

Sustituyendo x = 0, y(0) = 2, y′(0) = −e−2 se deduce que y′′(0) = f ′′(0) = −e−2 − e−4.

Luego la ecuación del polinomio de Taylor de orden 2 será:

y = P2(x) = 2− e−2x− (e−2 + e−4)

2
x2

b) Utilizando el polinomio de Taylor de orden 2, la gráfica de f cerca del punto x = 0, será, aproximada-

mente, como se ve en la figura al final.

c) Por simetŕıa, la ecuación de la recta tangente a la inversa de f cerca del punto (2, 0) será: y = −e2(x−2).

Por otro lado, la inversa de f(x) es cóncava cerca de x = 2, con lo cual la gráfica de f−1(x) será,

aproximadamente, aśı:

(2, 0)

O

(0, 2)



ANEXO SOLUCIONES PARA LOS PROBLEMAS 1 Y 2



(3) Sea C(x) = (5x2 − 6x+9)1/2 la función de costes de una empresa monopolista, donde x ⩾ 1.

Se considera la función de costes medios Cm(x) = C(x)/x.

(a) Hallar la producción que minimiza los costes medios.

Sugerencia: no intentar probar que dicha función es convexa, pues no lo es. Mejor hallar el único

punto cŕıtico x0 y dibujar la función Cm(x), calculando únicamente Cm(1), Cm(x0) y lim
x→∞

Cm(x).

(b) Supongamos ahora que p(x) = A−
√
12x es la función inversa de demanda, que la empresa produjo

el año pasado x = 3 unidades, y que dicha empresa no se plantea variar su producción si sus

beneficios marginales son 0 (es decir, si B′(3) = 0). ¿Para qué valores de A dicha empresa NO

variará su producción?

0,5 puntos apartado a); 0,5 puntos apartado b).

a) En primer lugar, hallamos y derivamos los costes medios:

C(x)/x = (5− 6/x+ 9/x2)1/2 =⇒ (C(x)/x)′ =
6/x2 − 18/x3

2(5− 6/x+ 9/x2)1/2
= 0

=⇒ 1− 3/x = 0

Por tanto, x = 3 es el único punto cŕıtico de la función de costes medios.

Para probar que es el minimizador global en el intervalo [1,∞), observamos que: Cm(1) =
√
8 = 2

√
2,

Cm(3) =
√
4 = 2, limx→∞ Cm(x) =

√
5, luego Cm(x) debe ser decreciente en el intervalo [1, 3] y creciente

en el intervalo [3,∞).

Por lo tanto, x = 3 es un minimizador global de la función de costes medios en el intervalo [1,∞).

Véase la gráfica de la función de costes medios:

b) Como B(x) = Ax− 2
√
3x3/2 − C(x), se deduce que:

B′(x) = A− 3
√
3x1/2 − C ′(x) =⇒ B′(3) = A− 9− 2

pues C ′(x) =
10x− 6

2(5x2 − 6x+ 9)1/2
=⇒ C ′(3) =

24

2(45− 18 + 9)1/2
= 2.

Aśı pues, concluimos que, si A = 11 =⇒ B′(3) = 0, luego, para dicho valor de A, la empresa no

variará su producción.



ANEXO SOLUCIÓN PROBLEMA 3



4 Sea f(x) =


x2 + ax+ 3 , si x < 1

A , si x = 1

8x+ b , si x > 1

. Se pide:

(a) Enunciar el teorema del valor medio de Lagrange.

(b) Hallar a,A y b de forma que se cumplan las hipótesis del teorema del valor medio de

Lagrange en el intervalo [0, 2].

(c) Supongamos ahora que a = 6, b = 0. ¿Se cumplen las hipótesis del teorema anterior

para algún valor de A en el intervalo [0, 2]? ¿Y la tesis del citado teorema para algún

valor de A?

0,2 puntos apartado a); 0,4 puntos apartado b); 0,4 puntos apartado c).

a) Mirar notas de clase.

b) f(x) continua en x = 1 si 4 + a = A = 8 + b.

f derivable en x = 1 si f ′(1−) = f ′(1+) = f ′(1) suponiendo que la función es continua, esto es

equivalente a 2 + a = 8.

Luego se cumplen las hipótesis cuando a = 6, A = 10, b = 2.

c) No se cumple ya que f no es continua en x = 1 para ningún valor de A.

Ahora bien, f(2)− f(0) = 16− 3 = 13 = 2f ′(c) y

2f ′(c) =

2(2c+ 6) , si c < 1

16 , si c > 1

luego, si c < 1, la tesis del teorema se cumple si 13 = 4c+ 12 ⇐⇒ c = 1/4.

Luego la tesis se cumple para cualquier valor de A.



5. Dadas las funciones f, g : [0, 1] −→ R, definidas por f(x) = 1− ln(1+x), g(x) = e−x−2, se pide:

(a) Representar aproximadamente el conjunto A, delimitado por las gráficas de dichas funciones, y las

rectas x = 0, x = 1.

Hallar según el orden de Pareto, si existen, los maximales y minimales, máximo y mı́nimo de A.

(b) Calcular el área del conjunto dado.

0,6 puntos apartado a); 0,4 puntos apartado b).

a) En primer lugar observamos que ambas funciones son decrecientes.

Además, como g(0) = 1− 2 < 0 < 1− ln 2 = f(1) se deduce que la gráfica de g(x) quedará siempre

por debajo de f(x).

Por lo tanto, se deduce que el dibujo de A será, aproximadamente:

Aśı pues, el orden de Pareto nos describe al conjunto aśı:

máximo(A), mı́nimo(A) no existen.

maximales(A) = {(x, f(x)) : 0 ≤ x ≤ 1}.
minimales(A) = {(x, g(x)) : 0 ≤ x ≤ 1}.

b) En primer lugar, por la posición de las funciones, sabemos que:

área(A) =

∫ 1

0

(f(x)− g(x))dx =

∫ 1

0

(1− ln(1 + x)− e−x + 2)dx

Por otro lado:

i)
∫
1 · ln(1 + x)dx = x ln(1 + x)−

∫
x · 1

1 + x
dx = x ln(1 + x)−

∫ x+ 1− 1

1 + x
dx =

= x ln(1 + x)− x+ ln(1 + x) = (x+ 1) ln(1 + x)− x

ii)
∫
e−xdx = −e−x

Por tanto, aplicando Barrow:

área(A) = [3x− (x+ 1) ln(1 + x) + x+ e−x]10

= 3− 2 ln 2 + 1 + e−1 − 1

= 3− 2 ln 2 + e−1 uds área.



ANEXO SOLUCIONES PARA LOS PROBLEMAS 4 Y 5


